Slemnverag

UBUNGSTEIL Analysis - FOS12 Technik

Aufgabe 1 - Kurvendiskussion/Steckbriefaufgabe: FOS12 MNT 2013, Al 2
Themen: Kriimmungsverhalten, Graphische Darstellung

1.0 Von einer ganzrationalen Funktion k mit der Definitionsmenge D, = R ist folgendes bekannt:
k"”(x) > 0 fur x € J-o0; —2[ sowie fiir x € ]0; oo
k"(x) < 0 fur x € ]-2; 0[

K'(0) = 0 AK’(0) = 0 A K”(0) £ 0

1.1 Beschreiben Sie die daraus resultierenden Eigenschaften des Graphen Gy in Worten.

1.2 Fertigen Sie mithilfe der bisherigen Angaben und Ergebnisse eine aussagekraftige Skizze von
Gk an, wenn der Graph durch den Ursprung verlauft, einen Tiefpunkt bei x = -3 besitzt und
die Funktion k den Grad 4 hat.
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Losungsvorschlag A1 Kurvendiskussion/Steckbriefaufgabe: FOS12 MNT 2013, Al 2

1.0 Untersucht wird das Verhalten einer ganzrationalen Funktion k.

1.1 Eigenschaften des Funktionsgraphen
Aus den ersten beiden gegebenen Eigenschaften lasst sich das Krimmungsverhalten von k(x)
ableiten. Der Graph Gy von k ist linksgekriimmt fiir x € ]—00; =2] und x € [0; oo[ und er ist
rechtsgekrimmt fiir x € [-2; 0]. Der letzten gegebenen Eigenschaft kann man entnehmen,
dass an der Stelle x = 0 ein Terrassenpunkt ist.
Es liegen zwei Wendepunkte bei x = -2 und x = 0 vor.

1.2 Skizzieren des Graphen

Ausgangspunkte der Skizze ist der Ursprung. Hier liegt auch der Terrassenpunkt und der
Tiefpunkt bei x = =3. Da der Tiefpunkt natirlich tiefer liegt als der Terrassenpunkt, liegt er
unterhalb der x-Achse. Die y-Werte in der Skizze sind nicht gefragt und kénnen vernachlassigt
werden. Im Tiefpunkt ist der Graph linksgekrimmt, dies stimmt auch mit den gegebenen
Eigenschaften iiberein. Im Punkt x = =2 findet ein Kriimmungswechsel statt und der Graph ist
im Intervall [-2; 0] rechtsgekriimmt. Im Punkt x = 0 liegt der Terrassenpunkt und hier findet
wieder ein Kriimmungswechsel statt und der Graph ist im Intervall [0; oo linksgekrimmt.
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Aufgabe 2 - Kurvendiskussion/Steckbriefaufgabe: FOS13 MNT 2014, Al 1
Themen: Nullstellen, Grenzwert, Monotonie, Wendepunkte, Tangente, Graphische Darstellung, Para-
meter bestimmen, Flache

1
1.0 Gegeben ist die Funktion f: x — (sz +x—l—2) - e 9% mit Df = R. |hr Graph wird G¢

bezeichnet.
1.1 Untersuchen Sie f auf Nullstellen und das Verhalten von f(x) fir x — +oc0.
1.2 Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle von G¢ sowie Art und Koordinaten der

Punkte mit horizontalen Tangenten.

Untersuchen Sie Gf auch auf Wendepunkte.

(Teilergebnis: f'(x) = _%X2e—0,5x) 10 BE
1.3 Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente t an den Graphen G¢ im Punkt P ( —2|f(-2)).

(Ergebnis:t : y = —0,5e - x) 3 BE
1.4 Zeichnen Sie Gf und die Tangente aus 1.3 unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse fiir

-3 <x < 7 in ein kartesisches Koordinatensystem. (1LE=1cm)

151 Berechnen Sie die reellen Werte von a und b so, dass die Funktion
F: x —> (=0,5x% + ax + b) - € %% mit D = R eine Stammfunktion von f wird.
(Ergebnis: a = —4; b =-12)

152 Die Tangente t aus 1.3, der Graph Gf und die y-Achse schlieBen im Il. Quadranten ein Fla-
chenstiick ein. Kennzeichnen Sie das Flachenstiick in der Zeichnung von 1.4 und berechnen
Sie die exakte MaBzahl des Flacheninhaltes.
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Losungsvorschlag A2 Kurvendiskussion/Steckbriefaufgabe: FOS13 MNT 2014, Al 1

1.0 Gegeben ist die Funktion f(x) = (%X2 +x+ 2) - e 0% mir Dy = R.

1.1 Nullstellen
Die e-Funktion nimmt nie den Wert null an. Deshalb entsprechen die Nullstellen der Funktion
f den Nullstellen des Terms in der Klammer:

1
f(x) =0 <~ ZX2+X+2:0

Losungsformel:

-1+V1?2-4.025-2 -1+-1
20,25 - 05

X12 =
Da die Diskriminante D = —1 unter der Wurzel negativ ist, liegen keine Lésungen vor. Somit

besitzt f(x) keine Nullstellen.

Verhalten der Funktion fiir x — +o0
Fir das Grenzwertverhalten von f(x) fir x — +oo gilt folgendes:

—0,25
— 00 — 00
1, —0,5x > (L 12\ Tos
x—>—oo:f(x):<zx +x—l—2)~e' = X -(Z—I—;—l—;)e' — 00

1
x — 4o00: f(x) = (sz +x+2) 0 50
—_———
e —0

-

—0 da e—FT(rt dominiert

1.2 Es wird zunachst mithilfe von Ketten-und Produktregel die erste Ableitung gebildet.
Ermittlung der 1. Ableitung

f(x) = (%Lx2 +x + 2) g 0

f'(x) = K%Xz +x+ 2)/ g0 <%x2 +x+ 2> : (e_0’5x) I] (Ansatz Prod.-/Kettenregel)
= <— 2xt 4+ 1> g0 (—X2 +x+ 2) -e%%.(=0,5) (Anwendung Prod.-/Kettenregel)
= (%x + 1> 005 (%xz +x+ 2) e 05 ((e7°°) ausklammern)
= (%x +1-05- <%X2 + X+ 2)) g0 (Zusammenfassen)
- _%Xz g 0:5% (Zur Kontrolle angegeben)

ZEIT @
FUR

BILDUNG! | PAS ABL 2023

VORBEREITUNG AUF A
A 4

lern.de



Slemnverag

Ermittlung der Punkte mit waagrechter Tangente
Eine waagrechte oder horizontale Tangente liegt vor, wenn f'(x) = 0 ist:

f'(x)=0
1
_§X2 e 05% _
= x>=0 oder e9*=0
>0
— x1/2 =0 [doppelte NST von f' = TEP bei x,, = 0]

Maximale Monotonieintervalle
Es wird eine Monotonietabelle angelegt, um die Art des Punktes mit waagrechter Tangenten
sowie die maximalen Monotonieintervalle zu bestimmen.

x <0 x=0 0<x Skizzen

|
ol
bed
N
|
o
|
|
}
|
x

e 0> + + + T
0

f'(x) - 0 -

e N TEP N

Der Graph G ist demnach streng monoton fallend auf R.

Art und Koordinaten des Punktes mit horizontaler Tangente
Wie aus der Tabelle ersichtlich wird, handelt es sich um einen Terassenpunkt. Es wird der
Funktionswert an dieser Stelle bestimmt:

1
f(O):(Z-O2+0+2>-e‘°'5'°:2-1:2

Die Koordinaten des Terassenpunkts lauten TEP (0] 2).

Untersuchung auf Wendepunkte
Zur weiteren Betrachtung wird mithilfe von Produkt- und Kettenregel die zweite Ableitung
f”(x) gebildet:

1
f/ — _ T2, a0.5x
(x) g e
1
f(x) = "5 [(Xz)’ e 2 (e—0,5x)/] (Ansatz Produkt-/Kettenregel)
1
=-g (2 xt @05 x? 0 (—0,5)) (Anwendung Produkt-/Kettenregel)
1
=-g (2x R VG S (—0,5)) (Ausmultiplizieren)
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1 1

= _er—O,Sx + 1—6X2e_0’5>< ((e7%5%) ausklammern)
1 1

= (57 3) ™

Mogliche Wendestellen entsprechen den Nullstellen der zweiten Ableitung. Da die e-Funktion
nie null wird, entspricht dies der Nullstelle des Terms in Klammern. Dafiir wird das ,, Ausklam-

mern* von x durchgefihrt:
neoy 1 2 1 1 B 1, _ 1 _ 1 _
f'(x)=0 = 16X 4x—0 :x(16x 4)—0 =x1 =0 oder 6" 4—0 =x2=4

Alternativ werden die moglichen Wendestellen mit der Lésungsformel bestimmt:
4+ \/(-42-4-1-0 4416
2-1 2

Um die genaue Art der Punkte zu bestimmen wird eine Vorzeichentabelle betrachtet:

X1;2 = x1 =0 oder x;=4

x<0 x=0 0<x<4 x=4 4<x Skizzen
<EX - ZX) + O - O -+ %LO A X
e 0> + + + + + ot
0 4
f"(x) + 0 - 0 +
Gt W WEP % WEP S

Die Koordinaten des Wendepunktes bei x = 0 sind bekannt, da es sich dabei um den Teras-
senpunkt handelt. Der Funktionswert bei x = 4 wird bestimmt:

1
f(4) = (Z 24y 2) 054 _ 1062

Die Koordinaten der Wendepunkte lauten WEP; (0|2) und WEP, (4]10e7).

13 Bestimmung der Tangentengleichung
Funktionswert an der Stelle x = —2:

f2) = (3 (22-2+2) 050 1.t

Uber den Wert der Ableitung an dieser Stelle wird die Steigung m der Tangente t ermittelt:

m = f'(-2) = -=(-2)2e %D = _Z¢
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Die Koordinaten des Punktes P und die ermittelte Steigung werden in die Punkt-Steigungs-
Form eingesetzt:
1 1 1
y=m-(x=xp) +yp=—se (x=(-2)) +e=-Tex-et+e=_ex

Die gesuchte Tangente ergibt sich somit als t(x) = ——é e -X.

1.4 Die Zeichnung soll folgende Elemente enthalten:
1
= Graph Gf mit f(x) = (sz +x+ 2) - e 05

= Graph G, der Tangente mit t(x) = —%e - x

Mithilfe bereits bekannter Punkte und der Berechnung weiterer Koordinaten wird eine optio-
nale Wertetabelle erstellt:

X | 3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
fx) | 56 27 21 2 2 18 16 14 11 08 06
Ay

6]

e
w

/

¥ /

[y

151 Bestimmung von a und b
Da F eine Stammfunktion von f sein soll, muss die Bedingung F'(x) = f(x) erfiillt sein. Es
wird also F mithilfe der Ketten- und Produktregel abgeleitet:

F(x) = (-0,5x® + ax + b) - e

F(x) = [(—O,SX2 + ax + b)" - e 4 (=0,5x* + ax + b) - (e_o"r’x)'} (Ansatz Prod.-/Kettenreg.)
= (2-(-0,5x') +a) €% +(=0,5x* + ax + b) €% .(=0,5)  (Anwend. Prod.-/Kettenreg.)
= (—x + a) €% +(-0,5x* + ax + b) e %> .(-0,5) (Ausmultiplizieren)
= (—x + a) €% +(0,25x* - 0,5ax — 0,5b) e 0> ((€79%%) Ausklammern)

ZEIT @
FUR

BILDUNG! | PAS ABL 2023

VORBEREITUNG AUF A
A 4

lern.de



Slemnverag

=(x+a+ 0,25x? — 0,5ax — 0,5b) g 0:5x (Zusammenfassen)
= (0,25x? + (-1 -0,5a)x + a—0,5b) e 2>

Nun miissen die einzelnen Leitkoeffizienten von F(x) und f(x) gleich gesetzt werden (Koeffi-
zientenvergleich):

f(x) F'(x) Ubereinstimmung
Koeffizient vor x? 0,25 0,25 Richtig
Koeffizient vor x 1 -1-0,5a wenna=- 4
Dritter Summand (Konstante) 2 a—-0,5b wenn b = -12

Es ist also a=—4 und b= =12, also F(x) = (0,5x*> — 4x — 12) - e 05,

152 Berechnung des markierten Flachenstiicks aus der Zeichnung von 1.4
Sei A die Dreiecksflache unterhalb der Tangente t fiir x € [-2; 0] (Lange der Grundseite ist
2). Zur Berechnung der markierten Flache wird die Stammfunktion F von f aus Aufgabe 1.5.1
verwendet. Da die Tangente t die Funktion f bei x = =2 und die y-Achse bei x = 0 beriihrt
bzw. schneidet gilt:

A= jf(x) dx—An = [F(x)]% - Ax

= [(05:¢ - ax-12) - 2%]" - A,
= (-05-(0)*-4-0-12) €0~ (0,5 (-2)2 -4+ (-2) - 12) e**(? —% 2.e
=-12+6e-e

= be - 12[FE]
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Aufgabe 3 - Kurvendiskussion/Steckbriefaufgabe: FOS12 MNT 2015, Al 1
Themen: Monotonie, Wendestelle, Funktionsterm aufstellen, Nullstellen, Extrempunkte, Graphische
Darstellung, Flache

1.0 Nebenstehende Abbildung zeigt den
Graphen Gg der ersten Ableitungsfunk-
tion einer in ganz R definierten ganzra-
tionalen Funktion f dritten Grades. Alle
im Folgenden zu entnehmenden Werte
sind ganzzahlig.

1.1 Geben Sie nur mithilfe des Graphen G¢ die maximalen Monotonieintervalle und die Wendestelle
des Graphen der Funktion f an. Begriinden Sie das Vorliegen der Wendestelle hinreichend.

1.2 Bestimmen Sie ausgehend vom Graphen Gy den Funktionsterm f'(x) und dann den Funkti-
onsterm f(x) fir den Fall, dass G den Ursprung enthilt.

1
[Mégliches Teilergebnis: f(x) = 6()(3 - 6x?)].

1.3 Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion f mit der jeweiligen Vielfachheit und ermitteln Sie
unter Verwendung vorliegender Ergebnisse Art und Koordinaten der Extrempunkte und den

Wendepunkt des Graphen G.

1.4 Zeichnen Sie die Graphen der Funktion f und f’ im Bereich =2 < x < 6 in ein kartesisches

Koordinatensystem.

1.5 Berechnen Sie die MaBzahl des im 4. Quadranten liegenden endlichen Flachenstiicks, das nur
von den Graphen Gf und Gg begrenzt wird und runden Sie das Ergebnis auf zwei Nachkom-

mastellen.
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Losungsvorschlag A3 Kurvendiskussion/Steckbriefaufgabe: FOS12 MNT 2015, Al 1

1.0 Untersucht wird eine Funktion f dritten Grades, fiir die der Graph der Ableitung f’ in der
Abbildung zu sehen ist.

1.1 Maximale Monotonieintervalle
Grundsatzlich ist der Graph einer Funktion streng monoton steigend, wenn die Ableitung
groBer null ist (anschaulich: wenn der Graph der Ableitung oberhalb der x-Achse liegt) und
streng monoton fallend, wenn die Ableitung kleiner null ist (anschaulich: wenn der Graph der
Ableitung unterhalb der x-Achse liegt). Aus der gegebenen Graphik kdnnen die entsprechenden
Intervalle abgelesen werden.

Da der Graph von f' bei x = 0 und x = 4 jeweils eine Nullstelle besitzt, ist der Graph von
f streng monoton steigend fiir x € |-oo; 0] U [4; oo[, da G¢ in diesen Intervallen oberhalb
der x-Achse liegt. Der Graph von f ist ferner streng monoton fallend fiir x € [0; 4], da G¢ in
diesem Intervall unterhalb der x-Achse liegt.

Wendestelle
Gt hat bei x = 2 eine Wendestelle, da G bei x = 2 einen Extrempunkt besitzt.

1.2 Ermitteln der Funktionsterme
Da es sich beim Term der ersten Ableitung um eine quadratische Funktion handelt und auf-
grund der Nullstellen von ' bei x = 0 und x = 4 lasst sich folgender Term aufstellen (Faktor-
form):

f(x) = a(x—4)x

Einsetzen der Koordinaten des Punktes S (2| —2) ergibt:

2=a(2-4)-2
= -2 =-4a | (—4)
B 1
< a= 5
Der Funktionsterm von f' lautet also f'(x) = Z(x— 4)x = 1x? - 2x.

Um den Funktionsterm von f zu bestimmen, bildet man eine Stammfunktion von f’ (Integra-
tion):

1
ff’ —x - X +c—6(x3—6x2)—|—c

Beachtet man noch, dass G¢ den Ursprung enthélt (d. h. das Konstante Glied ¢ entfallt), so
lautet der Funktionsterm von f also f(x) = £(x® - 6x?).
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Nulistellen mit Vielfachheit
Um die Nullstellen von f zu bestimmen, muss folgende Gleichung betrachtet werden:

f(x) =0
L 3 2
6(x -6x°) =0 |- 6
— x> —6x> =0
= x*(x—6) =0
= x>=0 oder x-6=0

Aus dem ersten Fall ergibt sich aufgrund des Quadrats eine doppelte Nullstelle x;., = 0. Aus

dem zweiten Fall ergibt sich eine einfache Nullstelle zu x3 = 6.

Art und Koordinaten der Extrempunkte

Um die Extrempunkte zu ermitteln, werden die Nullstellen der Ableitung f’ benétigt. Diese
sind in Aufgabe 1.1 bereits abgelesen worden. An der Stelle x = 0 handelt es sich um einen
Hochpunkt von f, da hier eine einfache Nullstelle der ersten Ableitung vorliegt und das Vor-
zeichen der ersten Ableitung von , 4" nach ,-" wechselt. Eine analoge Uberlegung fiihrt dazu,
dass an der Stelle x = 4 ein Tiefpunkt von f vorliegt, da hier eine einfache Nullstelle der
ersten Ableitung vorliegt und das Vorzeichen der ersten Ableitung von ,-“ nach ,+" wechselt.
Einsetzen der x-Werte ergibt die zugehorigen y-Werte:

1
f(O):6(03—6-02):O

1 1 -32 16
f(4)==>(4>-6-42) = Z(64-96) = — = -—
(4) = 5(#-6-4) = (64-96) = — = =

Die Koordinaten der Extrempunkte lauten HOP (0|0) und TIP (4 ’ - ?)

Wendepunkt
Der Wendepunkt liegt nach Aufgabe 1.1 bei x = 2 und besitzt die y-Koordinate
1 8
f(2) = 2(2*°-6-2%) = —
2) = < )=

Die Koordinaten des Wendepunktes lauten demnach WEP ( 2| - % I

Graphische Darstellung
Es wird zunachst eine Wertetabelle fur f erstellt:

X \ ) -1 0 1 2 3 4 5 6

fx) | 533 -117 0 -08 267 45 533 417 0

Es ist zu beachten, die Nullstelle x = 0 eine doppelte Nullstelle ist, d.h. der Graph von f
beriihrt an dieser Stelle die x-Achse nur und schneidet sie nicht (Hinweis: Markierung des
Flachenstiicks nicht gefordert).
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1.5 Das Flachenstiick wurde zur Veranschaulichung in der Zeichnung grau markiert.

MaBzahl des markierten Flachenstiicks
Zunachst werden die x-Werte der beiden Schnittpunkte benétigt, die den Integrationsgrenzen
entsprechen. Gleichsetzen und Umformen ergibt:

() = f(x)
1 1
§x2—2x:6(x3—6x2) |- 6
3x% = 12x = x> - 6x° | —x3 + 6x°

3 4+0x>-12x =0
—x(x* = 9x +12) = 0
—x=0 oder x>-9x+12=0

[

Der erste Schnittpunkt liegt also bei x; = 0. Die beiden anderen Lésungen ergeben sich mit
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der Losungsformel flir quadratische Gleichungen:
x> =0x+12=0
9+,/(-9)>-4-1-12
= Xo3 =
’ 2-1
9++/33
X2,3 =

<~ 5
<— Xo = 7,37 oder x3=1,63

Der Schnittpunkt bei x = 7,37 entfallt (Vergleich graphische Darstellung). Das Flachenstiick
wird also begrenzt durch die beiden Werte x = 0 und x = 1,63. Fir die markierte Flache wird
zunachst der Term einer Differenzfunktion gesucht und dessen Stammfunktion gebildet:

h(x) = [,,oberer Graph“-, unterer Graph“]
SR

1 3
= 6X3 - §X2 + 2x
1 1
= H(X) = ﬂX‘l - §X3 + X2

Damit gilt fir die Flache:

1,63

A= [ h(x)dx = [Hx)l®

_ _ i 4_1 3 2 (i 4_1 3 2)
(163) = H(0) = 5, - (1,63)" = 5 163> +- 1,637~ (-, -0~ 7 -0° 40
0,79 [FE]

Q
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Aufgabe 4 - Kurvendiskussion/Steckbriefaufgabe: FOS12 MNT 2017, Al 1
Themen: Graphische Darstellung, Monotonie, Parameter bestimmen

1.0 Gegeben ist die ganzrationale Funktion g L
dritten Grades mit D, = R, deren Graph
Gg in nebenstehender Abbildung darge-
stellt ist.
Vom Graphen sind folgende Eigenschaften
bekannt:
Gg hat bei der Nullstelle x = 6 eine Tan- X1 ! >
gente Gy mit t 1 y = 16x—96 mit x € R - \JL 2 6 T7X28 }>\
und besitzt den Wendepunkt W(5 | - 18). '
- g

e}
(en)

~~

g(x

[en]

N B
oS <

D o

o

S
[<5)

1.1 Skizzieren Sie den Graphen Gy der 1. Ableitungsfunktion von g in ein geeignetes Koordi-
natensystem und geben Sie die max. Monotonieintervalle der 1. Ableitungsfunktion i’ an.

1.2.0  Zur Bestimmung des Funktionsterms g(x) ist folgendes Gleichungssystem gegeben:

()  216a+36b+6c+d=0
() 125a+25b+5c+d =-18
() 108a+12b+c =16

(IV)  30a+2b=0

1.2.1  Geben Sie nachvollziehbar an, welche Ansatze zu diesen Gleichungen fiihren.

1.2.2  Bestimmen Sie g(x) mithilfe der Gleichungen aus 1.2.0. 7 BE
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Losungsvorschlag A4 Kurvendiskussion/Steckbriefaufgabe: FOS12 MNT 2017, Al 1

1.0 Gegeben ist die ganzrationale Funktion g dritten Grades mit D, = R, deren Graph in der
Abbildung gezeigt ist. Der Graph hat eine Tangente G; bei der Nullstelle x = 6 mit t: y =
16x — 96 mit x € R und den Wendepunkt W (5 |- 18).

1.1 Aussagen zu Gy
Fir die Skizze der 1. Ableitungsfunktion konnen einige Kriterien aus der Zeichnung und den
gegebenen Punkten abgelesen werden:

» g(x) ist dritten Grades, die Ableitungsfunktion ist demnach zweiten Grades, also eine
Parabel

= g(x) ist zunachst fallend, dann steigend und schlieBlich wieder fallend; entsprechend
handelt es sich bei der Ableitung um eine nach unten gedffnete Parabel

» die Extremstellen von g(x) kénnen aus der Grafik ungefdhr zu x; ~ 2,5 und x, ~ 7,5
abgelesen werden und entsprechen den Nullstellen der Ableitung

= der Wendepunkt von g(x) liegt bei x = 5, weshalb auch das Maximum und damit der
Scheitelpunkt der Ableitung bei x =5 liegt.

Maximale Monotonieintervalle der 1. Ableitungsfunktion
Entsprechend den gefunden Kriterien nimmt die Funktion streng monoton zu im Intervall
]-00; 5] und streng monoton ab in [5; oof.

Graphische Darstellung
Graphische Darstellung der ersten Ableitungsfunktion:

A
y

TIP

1.2.1 Begriindung der Gleichungen des Gleichungssystems
Es handelt sich um eine Funktion dritten Grades, weshalb fiir die allgemeine Form gilt:

g(x) = ax® + bx? + cx +d

(2lermn.de
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g'(x) = 3ax® + 2bx + ¢

g"(x) =2-3ax+ 2b = 6ax + 2b
Aus dem Text kénnen dann jeweils verschiedene Punkte oder Kriterien abgelesen werden, aus
denen man die Gleichung aufstellen kann:

Laut Angabe hat die Funktion g(x) eine Nullstelle bei x = 6:

g(6) =0
— 6%a+6°b+6c+d=0
— 216a+36b+6c+d =0 ()

Die Funktion hat einen Wendepunkt W (5 | — 18). Daraus kdnnen zwei Bedingungen gewonnen
werden. Zunachst verlduft die Funktion durch den Punkt (5 |- 18), sodass gilt:

g(5) =-18
— 5%3a+5%b +5c+d=-18
— 125a + 25b + 5c +d = -18 (1

Weiterhin folgt daraus, dass die Funktion bei x = 5 eine Wendestelle hat, an dieser Stelle also
die zweite Ableitung eine Nullstelle hat:

g'(5)=0
<— 6-5a+2b=0
= 30a+2b=0 (V)

Die Steigung der Tangente an einen Punkt des Graphen entspricht der Steigung der Funktion
an dieser Stelle. Diese wiederum entspricht der ersten Ableitung. Die Tangente t tangiert den
Graph bei x = 6 und hat eine Steigung von m; = 16. Damit gilt:

g'(6) =16
RN 3-6°a+2-6b+c=16
— 108a + 12b+c =16 (1)

1.2.2  Losung des Gleichungssystems
1. Variante: Umformen der gegebenen Gleichungen
Zunachst wird Gleichung (V) umgeformt:

(V) 30a+2b=0 | - 30a
= 2b =-30a |:2
= b =-15a

Dies kann nun in Gleichung (ll) eingesetzt werden:

(i) 108a + 12b + ¢ = 16
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= 108a + 12 - (-15a) +c =16
— 108a—-180a+c =16 | + 72a
=4 c=16+72a

Als nachstes kann Gleichung (Il) von Gleichung () subtrahiert werden:

()= () 2162+ 36b + 6¢c + d — (125a + 25b + 5¢ + d) = 0 — (-18)
= 9la+1lb+c=18

In diesen Ausdruck kénnen nun die oben bestimmten Ausdriicke fiir a und b eingesetzt werden:

9la+ 11b+c =18

= 9la+11-(-15a) + (16 + 72a) = 18

= 9la-165a + 16 + 72a =18 |- 16
= —2a=2 |- (-2)
= a=-1

Daraus folgt aus den obigen Umformungen direkt:

b=-15a=-15-(-1) =15

c=16+72a=16+72(-1) = =56

Die ermittelten Werte fiir a, b und c kénnen nun in Gleichung (I) eingesetzt werden, um
schlieBlich d zu bestimmen:

0) 216a + 36b + 6c +d = 0 |-d
— 216 - (<1) + 36 - 15+ 6 - (~56) = —d
— “12=-d  |-(-1)
— d=12

2. Variante: GauB-Algorithmus
Fir die Losung des Gleichungssystems wird der GauB-Algorithmus verwendet:

a b ¢ d

216 36 6 1|0
125 25 5 1|-18
108 12 1 0|16

30 2 0 00
Tauschen der Spalten

d c b a
36 216| 0
25 125|-18

12 108| 16
2 30|0

O~ 1O

1
1
imio
0
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l /1 6 36 216|0
N n"fo -1 -11 -91|-18 -1
mif{o 1 12 10816
IV\0 0 2 30/|0
l /1 6 36 216|0
N 10 -1 -11 -91|-18
mijo o 1 17 (-2 n+ 1
IV\0 0 2 30]|0
l /1 6 36 216| 0
N "o -1 -11 -91|-18
mio o -1 17 (-2
V'\0 0 0 -4|4 V-2
Aus Zeile IV’ folgt:
—4a =4 | - (-4)
= a=-1
Der Wert von a eingesetzt in IlI':
b+17-(-1)=-2 | +17
= b=15
Die Werte von a und b eingesetzt in II':
-c-11-15-91-(-1) =-18
= -c—165+91 =-18 |+ 74
= -c =56 |- (-1)
= c=-56
Die Werte von a, b und c eingesetzt in |:
d+6-(-56)+36-15+216-(-1) =0
== d—-336+540-216 =0 | + 12

<— d=12

Die Funktionsgleichung lautet demnach g(x) = —x3 4 15x? — 56x + 12.

VORBEREITUNG AUF
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Aufgabe 5 - Kurvendiskussion/Steckbriefaufgabe: FOS12 MNT 2017, All 1
Themen: Funktionsterm aufstellen, Nullstellen, Monotonie, Extrempunkte, Wendepunkte, Graphische
Darstellung, Flache

1.0 Der Graph G¢ einer ganzrationalen Funktion f vierten Grades mit Df = R ist symmetrisch zur
y-Achse und hat einen Wendepunkt Wy (12,5). Die Tangente G; im Punkt W; besitzt die
Gleichung t : y = 4x—1,5 mit x € R.

1.1 Bestimmen Sie den Funktionsterm f(x).
1

[Mégliches Ergebnis: f(x) = _§(X4 - 6x?)] 7 BE
1.2 Ermitteln Sie sdmtliche Nullstellen der Funktion f und deren Vielfachheit. Erklaren Sie die

Bedeutung der Vielfachheit dieser Nullstellen fiir den Graphen Gg.
1.3 Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle der Funktion f sowie Art und Koordinaten

der relativen Extrempunkte des Graphen Gf.
1.4 Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass der Graph G¢ genau zwei Wendepunkte besitzt und

geben Sie die Koordianten des zweiten Wendepunkts an. Berechnen Sie auch die x-Koordinaten
samtlicher Punkte von G¢, welche die gleichen y-Koordinaten wie die Wendepunkte haben.

1.5 Zeichnen Sie unter Mitverwendung vorliegender Ergebnisse den Graphen G im Bereich
-2,5 < x < 2,5 in ein kartesisches Koordinatensystem.
Fir weitere Teilaufgaben wird auf der y-Achse der Bereich -5 <y <5 bendtigt.

MaBstab: 1 LE =1 cm.

1.6 Zeigen Sie, dass an der Stelle x = -2 die Gleichung f(x) — f'(x) = 0 gilt und bestimmen Sie
alle weiteren Stellen mit dieser Eigenschaft. Erklaren Sie, was das Ergebnis fiir den Graphen

Gt bedeutet.

1.7 Geben Sie exakt die Nullstellen und die Extremstellen der ersten Ableitungsfunktion f’ an und
zeichnen Sie den Graphen G im Bereich —2 < x < 2 in das vorhandene Koordinatensystem

mit Farbe ein.

1.8 Die Graphen G¢ und G¢ schlieBen ein endliches Flachenstiick ein, das im II. und Ill. Quadranten

des Koordinatensystems liegt.
Markieren Sie dieses Flachenstiick und berechnen Sie die MaBzahl seines Inhalts.

(2lermn.de
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Losungsvorschlag A5 Kurvendiskussion/Steckbriefaufgabe: FOS12 MNT 2017, All 1

1.0 Gegeben ist eine ganzrationale Funktion f vierten Grades mit Df = R, deren Graph symme-
trisch zur y-Achse verlauft und einen Wendepunkt W (12,5) besitzt. Die Tangente in diesem
Punkt W; besitzt die Gleichung t: y = 4x—-1,5 mit x € R.

1.1 Bestimmen des Funktionsterms
Eine allgemeine Funktion vierten Grades besitzt die Form f(x) = ax* + bx3 + cx® + dx + e.
Da die Funktion symmetrisch zur y-Achse ist, entfallen allerdings alle ungeraden Exponenten,
sodass sich die allgemeine Form auf f(x) = ax* + cx? + e reduziert. Damit gilt allgemein
weiterhin:

f'(x) = 4ax® +2cx = f"(x) =3-4ax® +2c = 12ax® + 2c

Die Funktion hat den Wendepunkt W (1|2,5). Daraus ergeben sich zwei Bedingungen. Zum
einen verlauft sie also durch den Punkt (1]2,5):

f(1) =25
— 1*a4+1%c+e=25
= atcte=25 )

Weiterhin besitzt sie also die Wendestelle x = 1, die zweite Ableitung hat an dieser Stelle also
eine Nullstelle:

f'(1) =0
— 12-12a+2c=0
= 12a+2c =0 (1)

Eine dritte Bedingung ist gegeben durch die Tangente. Die Steigung der Tangente m; = 4
an den Punkt W; entspricht der Steigung der Funktion f(x) an dieser Stelle und damit dem
Wert der ersten Ableitung f'(x) an dieser Stelle:

f'(1) =4
= 4-1%+2-1c=4
— 4a+2c=4 (1)
Um das aus den Gleichungen |, Il und Ill resultierende Gleichungssystem zu losen gibt es
verschiedene Moglichkeiten.
1. Méglichkeit: Umformen der Gleichungen
Zunachst wird nun Gleichung (I1) umgeformt:
12a+2c=0 | - 12a
= 2c =-12a |:2
— c =-ba

(2lermn.de
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Dieser Wert kann nun in Gleichung (lIl) eingesetzt werden:
4a+2c=4
— 4a+2-(-6a)=4
= -8a =14 | : (-8)
1
= a=--

Daraus ergibt sich nach obiger Bedingung direkt ein Wert fiir c:

1

Die Werte fiir a und ¢ werden nun in Gleichung (I) eingesetzt um einen Wert fiir e zu bestim-
men:

atc+te=25
1
= —§+3+e:25 |-2,5
— e=0
2. Méglichkeit: GauB-Algorithmus
Das Gleichungssystem
| a+ct+e=25
I 1242c=0
Nl 4a+2c=4

wird mithilfe des GauB-Algorithmus gel6st:

a c e
I /1 1 1125
{12 2 0|0
Nm\4 2 0|4
1 1 1125
=II"{0 -10 -12|-30 =121
mi\o -2 -4|-6 -4-1
1 1 1125
= 0 -10 -12|-30
m”\o o0 -8|0 5-0=1
Aus Zeile lI1" folgt:
-8e=0 | : (-8)
= e=0
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Einsetzen von e in II':

—-10c-12-0=-30
= -10c = -30 | - (-10)
<= c=3
Einsetze von c und e in I:
a+3+0=25 |-3
< a ——1
2

Die Funktionsgleichung lautet also f(x) = a-x* +c-x? + e =—1x* +3x? = =3 (x* - 6x%).

1.2 Nullstellen und deren Vielfachheit
Um die Nullstellen zu finden, wird der Funktionsterm umgeformt:

f(x) = —%(x4 - 6x%) = —%xz(x2 -6)

Fir die Nullstellen gilt nun:

f(x)=0
1
= —Exz(x2 -6)=0
= —%xz =0 oderx’-6=0

Im ersten Fall liegt bei x;., = 0 eine doppelte Nullstelle, da x als Faktor quadriert wird. Eine

doppelte Nullstelle zeigt an, dass der Graph an dieser Stelle die x-Achse beriihrt, jedoch nicht
schneidet. Weitere Nullstellen ergeben sich aus dem zweiten Fall:

x*-6=0 |+ 6
= x2 =6 Va2
— X34 = +V6
Demnach existieren noch die zwei einfachen Nullstellen x3 = —v/6 und x4 = /6. An einer

einfachen Nullstelle schneidet der Funktionsgraph die x-Achse.

1.3 Maximale Monotonieintervalle und Art und Koordinaten der relativen Extrempunkte
Zunachst wird die erste Ableitung der Funktion bestimmt:

() =~ (x* = 6:)
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1
f'(x) = —5(4x3 —2-6x) = —2x3 4 6x = x(-2x* + 6)

Die Nullstellen der ersten Ableitung entsprechen nun den moglichen Extremstellen der Funk-
tion:
f'(x)=0
x(-2x* +6) = 0
x=0 oder —2x*+6=10

Die erste Nullstelle x; = 0 kann direkt abgelesen werden. Fiir die weiteren Nullstellen gilt:

22 +6=0 | 4+ 2x2
= 6 = 2x° |:2
= 3=x° V2
= x2;3::|:\/§

Die erste Ableitung hat also die Nullstellen x = 0 und x = 4+/3. Um Aussagen iiber deren
Art treffen zu konnen, werden 2 verschieden Moglichkeiten betrachtet:

1. Méglichkeit: Mithilfe der 2. Ableitung
Es wird die zweite Ableitung bestimmt:

f'(x) = =2x + 6x
f'(x) ==2-3-x>+6 =-6x>+6

In den Term der zweiten Ableitung werden die Werte der moglichen Extremstelle eingesetzt:

f'(—V3)==6-(-V3)?+6=-6-3+6=-12<0 = HOP
f'(0)=-6-0°+6=6>0 = TIP
f'(V3)==6-(V3)2+6=-6-3+6=-12<0 = HOP

2. Mdéglichkeit: Mithilfe einer Skizze der 1. Ableitung

Skizze

Alternativ kann mithilfe einer Skizze des Graphs der ersten Ableitung (siehe
nebenstehende Skizze) tber die Art der Extrema entschieden werden: \/QUQT
-v3\0

‘x<—\/§ x=-/3 —=V/3<x<0 x=0 0<x<+v3 x=+v3 V3<x

+ 0 - 0 + 0 -
Vs HOP \ TIP Vs HOP \

Ge
Gt
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Der Graph der Funktion f(x) ist somit streng monoton steigend auf }—oo; —\/§] und [0; \/ﬂ

und streng monoton fallend auf [—\/3; 0} und [\/§ oo[. Es miissen weiterhin die Funktions-
werte an den Extremstellen ermittelt werden. Laut Teilaufgabe 1.1 ist f(0) = 0. Weiterhin
gilt:

1 9

f(v/3) = =5 (=V3) - 6(:V3)) = - (0-6-3) == - (-9) =

Die Koordinaten der Extrempunkte lauten HOP, ( — \/5’ %) TIP(0]0) und HOP, <\/§‘ %)

Begriindung der Anzahl und Koordinaten der Wendepunkte
Die Koordinaten des ersten Wendepunktes WEP; (1]2,5) sind laut Angabe bekannt. Aufgrund

der Symmetrie existiert somit ein zweiter Wendepunkt mit WEP, ( —1]2,5). Da die Funktion

vierten Grades ist, kann sie maximal 2 Wendepunkte haben, weshalb es sich bei WEP; und
WEP, um die einzigen zwei Wendepunkte handelt.

Es sollen weiterhin alle Punkte bestimmt werden, fiir die f(x) = 2,5 ist.

f(x) =25
1
= —§(x4—6x2) =25 |- (-2)
= x*—6x? = -5 | +5
— x*—6x2+5=0 (Substitution x* = z)
= Z2-62+5=0

Fir die Gleichung in der letzten Zeile kann nun die Lésungsformel benutzt werden:

L, 6E\/(62-4-15 6+vi6 644
S 2.1 I

Fiir die beiden Lésungen kann nun jeweils riicksubstituiert (z = x?) werden:

6+4
21:;:5 — x=5 <= x.=+V5

6-4
n=—=1 2=1 <= x34=+V1==1
Neben den bereits bekannten Wendepunkten bei x = +1 hat die Funktion also bei x = +/5
den y-Wert 2,5.

Graphische Darstellung
Aus den bereits bekannten Punkten wird zunachst unter Beachtung der Symmetrie eine Wer-

tetabelle erstellt:

(2lern.de
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x |0 #1 V3~ £1,73 /5~ +2,24 +6 ~ +2,45
fx) |0 25 9 =45 2,5 0
Damit kann die graphische Darstellung erfolgen:
54y
4+ Gt
3 1
2 4
A \1
: >
-2 -1 0 1 |2

=1/+

_ rg
3 4

-4 1

_5 1

1.6 Nachweis der gegebenen Gleichung
Die gegebene Bedingung kann durch Einsetzen tberpriift werden:
1 1
f(2) - F(-2) = —5((-2)° =6+ (-2))) + 5 (4 (-2 - 12 (-2))
1 1 1 1

Weitere Stellen die die Gleichung erfiillen
Um weitere Stellen zu finden, fiir die diese Bedingungen erfiillt sind, wird zunachst der Term
umgeformt:

f(x)-f'(x) =0
1 4 2 1 .3
_E(X —6x)+§(4x -12x) =0 |- 2
—~Xx* 4 6x2+4x3-12x =0
x(—x3 +4x* +6x-12) =0
x> +4x* 4+ 6x—-12=0 oder x=0

rree

Aus dem zweiten Fall folgt direkt die erste Losung x; = 0. Eine zweite Losung ist bereits

BILDUNG! | PAS ABL 2023
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bekannt und liegt bei x, = —2. Es kann nun eine Polynomdivision durchgefiihrt werden:

(-3 +4x> + 6x —12) : (x+2) =-x*+6x-6

- (—x3 - 2x2 )
6x> + 6x

- (6x* + 12x )

- b6x —-12

(- 6x -12)

0

Mit der Losungsformel kénnen dafiir nun zwei weitere Losungen gefunden werden:

2+ 6x-6=0
R | 6+,/62—4-(-1)-(-6) —6+/36-24
X34 = 2 (-1) -2
:6:|:2\/ﬁ:6:|:\2/4-3:3i\/§

Zwei weitere Lésungen sind also x3 = 3 + v3 und x4 = 3—+/3.

Erklarung des Ergebnis
Die Bedingung f(x)—f'(x) = 0 bedeutet, dass die y-Koordinate an diesen Punkten der Steigung
an dieser Stelle entspricht.

Nulistellen
Die Nullstellen der ersten Ableitung sind bereits aus Teilaufgabe 1.3 bekannt und liegen bei
X1 = 0 und X2.3 = :|:\/§

Extremstellen
Die Extremstellen der ersten Ableitung f'(x) entsprechen den Wendestellen der Funktion f(x)
und sind nach Teilaufgabe 1.4 bereits bekannt. Sie liegen bei x = £1.

Fir die graphische Darstellung siehe Teilaufgabe 1.5.

Fir die graphische Darstellung siehe Teilaufgabe 1.5.

MaBzahl des markierten Flachenstiicks

Die Integrationsgrenzen sind aus der Loésung der Teilaufgabe 1.6 bekannt und liegen bei
x = =2 und x = 0. Um die Flache zu berechnen, wird eine Hilfsfunktion h betrachtet und
deren Stammfunktion bestimmt:

h(x) = [,oberer Graph*-,unterer Graph“]
= f(x) - f'(x) = 0,5x* + 2x* + 3x* — bx
= H(x) =-0,1x* 4+ 0,5x* 4+ x* = 3x*

VORBEREITUNG AUF
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Dann gilt fir die FlachenmaBzahl:

0
A= Ih(x)dx = [HE1,
2

= H(0)-H(-2) =-0,1-0°+0,5-0* +0>-3 .02 - (—0,1 (-2)° 40,5 (=2)* + (-2)*-3- (—2)2)

= 8,8 [FE]
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Aufgabe 6 - Optimierungsaufgabe: FOS12 MNT 2016, All 3

1.0 Ein symmetrischer Trinkjoghurtbecher in der Form eines /
Fasses besitzt das Volumen V = %TC -h-(2D* + d?). / /\
Hierbei ist d jeweils der Durchmesser des Deckels und des h
Bodens und D der maximale Durchmesser des Bechers
auf halber Hohe (alle Langen in cm gemessen). \/ /
Weiterhin soll D 10 % groBer sein als d. Der Becher soll T

so konstruiert sein, dass ein 13 cm langer Strohhalm ge- | |
nau um 3cm aus dem Becher herausragt, wenn er dia- | D=1,1d |
gonal im Becher liegt (siehe Abbildung).

1.1 Stellen Sie eine Gleichung der Funktion V auf, die die MaBzahl des Bechervolumens in Ab-
hangigkeit von der Hohe h beschreibt.

- (-h® + 100h)]

[Mégliches Ergebnis: V(h) = 200" (

1.2 Mit der Vorgabe 5 < h < 9 soll der Becher fiir eine kostenlose Probe das geringste Volumen
aufweisen. Berechnen Sie fiir diesen Fall die Hohe h in cm und das zugehodrige Volumen in
cm?® auf eine Nachkommastelle gerundet.

BILDUNG! | PAS ABL 2023
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Losungsvorschlag A6 Optimierungsaufgabe: FOS12 MNT 2016, All 3

1.0 Betrachtet wird ein symmetrische Trinkjoghurtbecher, dessen Volumen durch V = 1—127t ~h-
(2D? 4 d?) beschrieben wird.

11 Funktionsgleichung der VolumenmaBzahl
Der Strohhalm hat eine Lange von 13cm und ragt 3cm aus dem Becher raus. Demnach hat
die Diagonale des Bechers eine Lange von 10 cm. GemaB dem Satz des Pythagoras gilt dann:

> +h*=10" <<= d*=10"-h
Aus der Zeichnung geht auBerdem hervor, dass D = 1,1d gilt. Damit folgt:

11 11 11 121
D= 14 D2 — ( —> 2= ol
10° = 10 10 100

Diese ermittelten Werte fiir D? und d? kénnen nun in die Gleichung des Volumens eingesetzt
werden um die Gleichung der Funktion V in Abhangigkeit der Hohe h zu gewinnen:

1

V(Ddh)=om-h- (2D? + d?) (Einsetzen von D?)
1 121 ,
= V(dh) = o h-<2 oo +d>
1 342 342 2 : 2
=5 h- (100d>—1200n h-d (Einsetzen von d<)
_of 2
= V(h)= 200™ h - (100 - h?)
_or 3
= 500 (—=h” + 100h)
1.2 Minimales Volumen

Zunichst wird die erste und die zweite Ableitung der Funktion V(h) gebildet:

V(h) = 2007:( h® + 100h)
V'(h) = 200”( -3h* + 100)

171
V”(h) 20075( -3 2h):—mn h

Die Nullstellen der ersten Ableitung entsprechen den moglichen Extremstellen der Funktion:
Vi(h) =0

2 _
200“( ~3h% +100) = 0

VORBEREITUNG AUF
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— -3h* 4100 = 0 | + 3h?
= 100 = 3h? |:3
100
h? = —
= 3 V2
= h==+ 100
3
100 100
<~ hy =- T oder hy, = T

Aufgrund der Vorgabe 5 < h < 9 ist jedoch nur die positive Losung h = \/% von Interesse.
Dieser Wert wird nun in die zweite Ableitung eingesetzt:

100 171 100
\Vid T =T/ 2 a2 =3102 HOP
( 3 ) IOOTC 3 3102 <0 = o)

Es handelt sich also um ein relatives Maximum. Da aber das Minimum im Bereich 5 < h <9
gesucht ist, muss dieses am Rand, also bei h =5 oder h = 9 liegen. Es werden die jeweiligen
Volumina an diesen beiden Stelle bestimmt:

57 ; 57 N

V(5) = 5o (-5° +100-5) = o7+ (-125 + 500) ~ 335.8
57 ; 57

V(9) = 5o (-9° +100-9) = oo+ (<729 +900) ~ 153,1

Das absolute Minimum im Bereich 5 < h < 9 liegt also bei h =9 cm mit einem Volumen von
V & 153,1cm? vor.

BILDUNG! | PAS ABL 2023
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Aufgabe 7 - Optimierungsaufgabe: FOS12 MNT 2017, Al 3

1.0 Einer Halbkugel mit Radius R=10 cm soll ein
Zylinder mit Radius r und Hohe h einbeschrie-
ben werden (siehe Skizze). Bei Berechnungen
kann auf die Verwendung von Einheiten verzich-
tet werden.

1.1 Ermitteln Sie die MaBzahl V(h) des Volumens des Zylinders in Abhangigkeit von der Hohe h
und geben Sie eine sinnvolle Definitionsmenge fiir die Funktion V: h — V(h) an, wenn die
Hohe h mindestens 6 cm betragen soll.

[Mégliches Teilergebnis: V(h) = hr(100 - h?)]

1.2 Berechnen Sie h so, dass V(h) den absolut groBten Wert annimmt, und untersuchen Sie, ob
das maximale Volumen V,,,, des Zylinders mehr als die Halfte des Halbkugelvolumens betréit.
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Losungsvorschlag A7 Optimierungsaufgabe: FOS12 MNT 2017, Al 3

1.0

1.1

1.2

Betrachtet wird nun eine Halbkugel mit Radius R = 10cm, die einem Zylinder mit Radius r
und Héhe h einbeschrieben werden soll.

Ermitteln der MaBzahl V(h)
Im Folgenden wird auf das Mitfiihren von Einheiten verzichtet.

Es wird das Dreieck aus den Seiten R, r und h betrachtet. Dieses Dreieck ist rechtwinklig,
sodass der Satz des Pythagoras verwendet werden kann:

> +h?=R? | - h?
= ¥ = R*-h?
Mit R = 10 ist also r> = 100 — h®. Das Volumen des Zylinders ergibt sich dann wie folgt:
V(r,h)=Ag-h=mr?-h (Einsetzen von r?)

= V(h) = (100 - h?) - h = ©(100h - h*)
Definitionsbereich
Die untere Grenze des Definitionsbereichs von V(h) ist laut Angabe vorgegeben, da die Hohe
mindestens 6 cm betragen soll. Die obere Grenze ergibt sich, da die Hohe weder groBer als R,

noch gleich R sein darf, da sonst jeweils kein Zylinder entsprechend der Aufgabe entstehen
wiirde. Demnach ergibt sich der Definitionsbereich zu Dy = [6; 10].

Berechnen von h fiir maximales Volumen
Zunachst wird die Ableitung der Funktion bestimmt:

V(h) = ®(100h-h®*) = V/(h) = (100 - 3h?)

Es werden die Nullstellen der ersten Ableitung berechnet:

V'(h) =0
— 7(100 - 3h?) = 0 |z
— 100-3h* =0 | 4 3h?
— 100 = 3h? |:3
100
— — =h?
3 v
100
< h]_;2 — j: T

Fir die beiden Losungen gilt jedoch h; = 1/1—30 ¢ Dy und h, = —\/% ¢ Dy. Demnach muss
das Maximum auf dem Rand liegen. Fiir h = 6 kann das Volumen durch Einsetzen berechnet
werden, wihrend man fiir h — 10 eine Grenzwertbetrachtung durchfiihren muss, da 10 ¢ Dy:

V(6) = 7 -6(100 — 6°)7 - 6 - 64 = 3847

(2lermn.de
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h — 107: V(h) = 7 - (100h — \hi)—)O
—1000 —1000

Demnach ist hpax = 6.cm mit Vi = 3841 cm?.

Verhaltnis der Volumina
Weiterhin wird das Verhaltnis von V., zum Halbkugelvolumen betrachtet:

Viax 384 384m 1152
Vik  3-3m103 207 2000

~ 0,576 > 0,5

Das maximale Volumen V,,,, betragt mehr als die Halfte des Volumens der Halbkugel.

zEIT @ VORBEREITUNG AUF é
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Aufgabe 8 - Optimierungsaufgabe: FOS12 MNT 2017, All 3

1.0 Ein Designstudio hat eine Nachttischleuchte entworfen.
Diese besteht aus einem halbkugelférmigen Schirm mit
Radius r= 12 cm und einem LeuchtenfuB in der Form ei-
nes geraden Kreiskegels mit der Héhe h und dem Durch-
messer b in der Grundflache (siehe nebenstehende Skizze).
Bei Berechnungen kann auf die Verwendung von Einheiten
verzichtet werden.

1.1 Bestimmen Sie die MaBzahl V(h) des Volumens des FuBes \
der Leuchte in Abhangigkeit von h.

[Mégliches Ergebnis: V(h) = g(—h3 + 144h)]

1.2 Aus technischen Griinden wird fir die Funktion V: h — V(h) als Defintionsbereich Dy =
[2; 8] gewahlt.
Bestimmen Sie die Hohe h des LeuchtenfuBes so, dass die MaBzahl seines Volumens den
absolut groBten Wert annimmt. Nach Auffassung der Designer wiirde dann die Leuchte die

ansprechendsten Proportionen besitzen.
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Losungsvorschlag A8 Optimierungsaufgabe: FOS12 MNT 2017, All 3

1.0 Untersucht wird ein LeuchtenfuB in Form eines geraden Kreiskegels mit der Hohe h und dem
Durchmesser b.

1.1 Im Folgenden wird auf das Mitfiihren von Einheiten verzichtet.

MaBzahl des Volumens des FuBes

Das Dreieck, was den FuB im Querschnitt reprasentiert, wird durch die eingezeichnete Hohe
h in zwei identische rechtwinklige Dreiecke geteilt. Jedes der beiden Dreiecke hat die Seiten-
langen r, h und g. Mit dem Satz des Pythagoras gilt in diesem Dreieck:

2 2
r2:h2+(g> <9> =rP-h’>=144-h

2
Der FuB entspricht einem geraden Kreiskegel, sodass fiir das Volumen gilt:

d

= V(h):%n(144—h2) h= (h3+144h)

1
V(bh) = 3Ac-h=

wll—‘

b bio .
5) ((5)2 Einsetzen)

1.2 Maximales Volumen
Um das maximale Volumen zu ermitteln, wird die erste Ableitung bestimmt:

V/(h) = g(—3h2 1+ 144)

Die Extremstellen der Funktion entsprechen nun den Nullstellen der ersten Ableitung:

V/(h) =0
= —3h? + 144 =0 | + 3h?
= 144 = 3h? |:3
144
Bl
— 3 I/
144
<~ h1;2 =+ T
< hir, =+ 12
1,2 — \/§
4.3
— hi, =+——
1;2 \/§
— hio = +4V3

Die Lésung h; = —4+/3 ¢ Dy liegt dabei nicht im Definitionsbereich und muss nicht weiter
betrachtet werden. Da es sich bei V/(h) um eine nach unten geéffnete Parabel handelt und

ZEIT @ VORBEREITUNG AUF
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43 > —4+/3 ist, liegt bei h = 4+/3 ein Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung von ,+"
nach ,-" vor. Demnach handelt es sich also um ein Maximum des Volumens bei der Hohe
hmax = 4v/3 cm.

zEIm @ VORBEREITUNG AUF
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Aufgabe 9 - Optimierungsaufgabe: FOS12 MNT 2018, Al 3

1.0 Ein Bastler mochte sich mithilfe folgender Bauanleitung das Grundgeriist fiir einen zylinder-
formigen Abfallkorb mit Hohe h und Radius r (alle Langen in Meter gemessen) aus Draht
bauen (siehe Skizze).

Tragegestell Ringe

—

Fir das Vorhaben kauft er sich Draht mit der Lange 6 m. Die Einzelteile werden selbst herge-
stellt und zusammengel6tet. Die Dicke des Drahts ist zu vernachlassigen. Bei Berechnungen
kann auf Einheiten verzichtet werden.

1.1 Bestimmen Sie die MaBzahl V(r) des Volumens des Abfallkorbs in Abhangigkeit von r.

[Mégliches Ergebnis: V(r) = n(gr2 — 13- 213)]

1.2 Aus praktischen Griinden wird fiir die Funktion
V: r — V(r) als Definitionsmenge D, = [0,1; 0,2] gewahlt.
Berechnen Sie den Radius r des Abfallkorbs fiir den Fall, dass die MaBzahl des Volumens ihren
absolut groBten Wert annimmt.
Runden Sie Ihr Ergebnis auf drei Nachkommastellen. 7 BE

(2lermn.de
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Losungsvorschlag A9 Optimierungsaufgabe: FOS12 MNT 2018, Al 3

1.1 Funktionsgleichung der MaBzahl des Volumens
Die Gesamtlange des Drahtes betragt 6 m. Wie der Graphik zu entnehmen ist, besteht das
Tragegestell aus 4 Drahtstiicken der Lange h, und aus 4 Drahtstiicken der Lange r. Die 4
Ringe haben jeweils eine Lange von 271 - r. Damit gilt:

6 = 4h +4r + 4 - 27r | — (4r + 8mr)
= 4h = 6 - 4r - 8nr | 4
— h:g—Qn+Dr
Dies kann nun benutzt werden um eine Funktionsgleichung der MaBzahl des Volumens zu
finden:
V(rbh)=m-r*-h (Einsetzen von h)
— vuy:nr%(g-en+nQ
= V(r)=m- <gr2—r3—2nr3>
1.2 Maximales Volumen

Zunachst wird die erste Ableitung der Funktion bestimmt:
V(r)=x- <gr2—r3—2nr3) V/(r) = m - (3r - 6mr? - 3r%)

Es werden nun die Nullstellen der ersten Ableitung bestimmt:

V/(r)=0

n-(3r—6mr?—3r’) =0

r(3—6mr—3r) =0
rr=0 oder 3-67r,—3r, =0

117

Es ist r; = 0 ¢ Dy, weshalb als Lésung zunachst nur r, in Frage kommt:

3—6nr2—3r2:0 |—3
= (61 + 3)r, = -3 | - (—(6m + 3))
— ro = 3
om + 3
1
= |
<= r, ~ 0,137

Fir die weitere Betrachtung gibt es nun zwei Varianten:

BILDUNG! | PAS ABL 2023
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1. Variante: Mithilfe einer Skizze
Es wird eine Skizze der ersten Ableitung und eine Vorzeichentabelle unter Beriicksichtigung
des Definitionsbereichs erstellt:

r r<ri r=rg rn<r< 0,1<r< r=mn h<r< 02<r Skizze
0,1 ro 0,2
ri r2
Gy | - 0 + + 0 - - r
Gy | n.def. n.def. n.def. Vs HOP N, n.def. Gv/

Die Funktion ist stetig und es liegt keine weitere Nullstelle der ersten Ableitung in Dy vor.
Somit handelt es sich bei r; &~ 0,137 [m] um ein absolutes Maximum.

2. Variante: Begriindung

Es ist r; ¢ Dy. Die Ableitungsfunktion V' ist eine Parabel und besitzt nur zwei Nullstellen ry
und rp. Da bei r, € Dy ein Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung von ,, 4" nach ,-" vorliegt,
handelt es sich um eine Maximum. Da auBerdem keine weitere Nullstelle der ersten Ableitung
in Dy vorliegt und die Funktion stetig ist, handelt es sich um ein absolutes Maximum.

BILDUNG! | PAS ABL 2023
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Aufgabe 10 - Medikamentensynthese (Anwendungsaufgabe): FOS12 MT 2015, Al 3
Themen: Parameter bestimmen, Extremwert

1.0 Bei der Synthese eines Medikaments wird die Temperatur T(t) (in °C) wahrend der Reakti-
onsdauer t (in Minuten) mit t > 0 kontinuierlich gemessen.
Dabei gilt: T(t) = 10- (t- el™* 4 c) mit k,c € R und k # 0.

Zum Zeitpunkt t = 0 wird eine Temperatur von 18 °C gemessen. Nach einer Reaktionsdauer
von 8 Minuten betragt die Temperatur 47,43°C. Auf das Mitfithren der Einheiten kann bei
den Berechnungen verzichtet werden. Alle Ergebnisse sind gegebenenfalls auf zwei Nachkom-
mastellen zu runden.

1.1 Bestimmen Sie die Werte der Parameter ¢ und k.

Fir die folgenden Teilaufgaben gilt: ¢ = 1,8 und k = 0,25.

1.2 Berechnen Sie das Temperaturmaximum wahrend der Reaktion.

d
[Mégliches Teilergebnis: aT(t) =100t -2 5. ¢. 170251

1.3 Um die Qualitat des Endprodukts nicht zu gefdhrden, darf in der Abkiihlphase die Temperatu-
rabnahme in jeder Minute hochstens 4 °C betragen. Zeigen Sie, dass dies selbst im Augenblick

der starksten Abkihlung eingehalten wird.

BILDUNG! | PAS ABL 2023
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Losungsvorschlag A10 Medikamentensynthese: FOS12 MT 2015, Al 3

1.0

1.1

1.2

9

Gegeben ist die Funktion T(t) = 10-(t-e!™*+c) mit k,c € R und k # 0, die die Temperatur
bei der Synthese eines Medikamentes beschreibt.

Ermitteln der Parameter
Die unbekannten Parameter konnen durch Einsetzen der gegebenen Wertepaare ermittelt
werden. Zum Zeitpunkt t = 0 ist T = 18, es gilt also T(0) = 18:

T(0) =18
= 10-(0-e"™0 +¢) =18
= 10c = 18 |:10
— c=18

Nach 8 Minuten ist die Temperatur auf 47,43°C gestiegen. Es gilt also T(8) = 47,43. Setzt
man dies und den ermittelten Wert fiir ¢ ein, kann k bestimmt werden:

T(8) = 47,43 (t =8 und c = 1,8 einsetzen)
— 10-(8-e'™B  +18) =4743 |:10
— 8-e"8 1+ 1,8=4743 |-1.8
= 8- el® =2043 |: 8
2,94
— et-ak _ 2943 lin()
8
= -1
N < 8 > |
94
= —8k = In < 5 > (-8)
2,9
= k:< < 83>—1):(—8)
— k ~ 0,25

Die Funktionsgleichung lautet also T(t) = 10 - (t - e}t 4 1,8).

Maximale Temperatur
Um das Maximum der Temperatur zu bestimmen, wird zundchst mithilfe der Ketten- und

Produktregel deren zeitliche Ableitung 'i'(t) berechnet:

T(t) =10- (t- e %% +1,8)

'i'(t) 10 [(t)' 1025t 4y (e1—0,25t)] (Ansatz Produktregel)
=10-(1-e" %% 4 t. (e!0?").(-0,25)) (Anwendung und (e}~%%) Ausklammern)
= 10e'7%%*(1 - 0,25t) (Zur Kontrolle angegeben)
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Die Funktion besitzt ein mogliches Extremum dort, wo 'i'(t) = 0 ist. Da aber der Faktor mit
der Exponentialfunktion nie den Wert null annehmen kann, gilt:

L]

T(t) =10-e"%*.(1-025-1) =0 <= (1-025-t)=0 <+= t=4

Die Funktion besitzt bei t = 4 eine Extremstelle. Da die Ableitung fiir t < 4 ein positives
Vorzeichen und fiir t > 4 ein negatives Vorzeichen hat, handelt sich bei t = 4 also um ein
Maximum. Weiterhin muss der Temperaturwert an dieser Stelle bestimmt werden:

T(4)=10-(4-e™°* +18) =10-(4-1+1,8) =10-58 =58

Die Temperatur erreicht nach vier Minuten ein Maximum von 58°C.

Wert der Temperaturabnahme

Kihlt das Endprodukt ab, so fallt die Temperaturkurve. Um die Stelle zu finden, an der die
Abkiihlung am starksten ist, wird zunachst mithilfe von Ketten- und Produktregel die zweite
Ableitung bestimmt:

T(t) = 10e’2%*(1-0,25t)

T(t) =10- [(e70%)" - (1-0,25t) + %" - (1-0,25t) | (Ansatz Produktregel)
=10 - (%" . (-0,25) - (1-0,25t) 4 e0%" . (-0,25)) (Anwendung)
=10 - (-0,25e'702% . (1 - 0,25t) — 0,25e'702%) ((-0,25e702%%) Ausklammern)
= —2,5e!70%% . (1-0,25t + 1) (Zusammenfassen)

= —2,5e!702 . (2 - 0,25t)

Die Nullstelle der zweiten Ableitung entspricht einem Extremum der Steigung, also entweder
starkster Erwarmung oder starkster Abkihlung. Auch hier kann der Faktor mit der Exponen-
tialfunktion nicht null werden, weshalb gilt:

L]

T(t)=-25-e22".(2-025-t) =0 <+= (2-025t)=0 <= t=38

Das Vorzeichen der zweiten Ableitung wechselt bei t = 8 von ,,-“ zu ,+". Damit liegt hier

ein Minimum von 'I' vor, also der Moment der starksten Abkiihlung. Es wird der Wert zum
Zeitpunkt t = 8 bestimmt:

10
T(8)=10-e'2-(1-2) = - ~-368

Fir t = 8 liegt mit 3,68°C/min die starkste Abkihlung vor. Die Forderung nach hdchstens
4°C wird also auch im Moment der starksten Abkiihlung eingehalten.
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Aufgabe 11 - Borkenkidfer (Anwendungsaufgabe): FOS12 MT 2015, All 3
Themen: Parameter bestimmen, Extrempunkte, Wendepunkt

1.0 Um die Ausbreitung von Borkenkafern in bayerischen Waldern zu erforschen, wird der Be-
fall eines ausgewahlten Baumes (iber den Zeitraum von 12 Monaten untersucht. Die An-
zahl der in diesem Baum befindlichen Borkenkafer kann naherungsweise durch den Term
N(t) = Np- e 12) mit t 4 € R und t > 0,A < O beschrieben werden, wobei N, die
Anzahl der Borkenkafer zu Beginn des Beobachtungszeitraums und t die Zeit in Monaten ab
Beobachtungsbeginn ist.

Es ist bekannt, dass sich die Anzahl der Borkenkafer nach dem ersten Monat verdreifacht hat
und nach einem weiteren Monat 133 Borkenkafer gezahlt wurden.

Alle Ergebnisse sind auf zwei Nachkommastellen zu runden, sofern nicht anders gefordert. Auf
das Mitfiihren der Einheiten kann bei den Berechnungen verzichtet werden.

1.1 Bestimmen Sie A und No. Runden Sie dabei Nq auf eine ganze Zahl.

Fir die folgenden Teilaufgaben gilt: A = -0,10 und Ny = 18.
1.2 Ab einem Befall von 540 Borkenkafern gilt der Baum als dauerhaft geschadigt.

Berechnen Sie den Zeitpunkt tg, zu dem diese Anzahl erstmalig erreicht ist.
13 Bestimmen Sie den Zeitpunkt ty.., zu dem der Befall des Baumes am groBten ist.

[Mogliches Teilergebnis: N(t) = —3,6 - e 010:(*-129) . (1 — 6)]

1.4 N besitzt nur die beiden einfachen Nullstellen t1» = 6 + /5 (Nachweis nicht erforderlich).
Bestimmen Sie den Zeitpunkt t,, zu dem sich die Borkenkafer am stéarksten vermehren.
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Losungsvorschlag A1l Borkenkafer: FOS12 MT 2015, All 3

1.0 Gegeben ist die Funktion N(t) = N - eM**~12) mit tA € R und t > 0,A < 0, die die Anzahl
der Borkenkafer in einem Baum beschreibt.

1.1 Bestimmen der Parameter
Zunachst ist bekannt, dass sich die Anzahl der Borkenkafer nach einem Monat verdreifacht
hat. Es gilt also N(1) = 3-Np. Setzt man dies in den Funktionsterm N(t) ein, kann A bestimmt

werden:
3No = N(1)
<~ 3Ngp = Ng - e)»~(12—12) | - No
= 3=¢t |In( )
— In(3) = -11A | - (-11)
In(3)
A=—7
< 11
<~ A~ -0,10

Nach einem weiteren Monat werden 133 Borkenkafer gezahlt, das heiBt N(2) = 133. Setzt
man dies und den ermittelten Wert fir A ein, kann Ng bestimmt werden:

— 133 = Np - e—0,1~(22-12.2)
= 133 = N - €2 !:ez
1
= Ny = 52
e
< No ~ 18
1.2 Zeitpunkt zu dem erstmals eine schadliche Anzahl erreicht wird

Im Zeitpunkt, zu dem diese Anzahl erstmalig eintritt, gilt N(ty) = 540:

N(t) = 540

— 18 - e 01 (P-120) _ 540 |- 18
= O [In( )
= -0,1- (t*=12t) = In(30) | - 1n(30)
— -0,1t> +1,2t—1In(30) = 0

~1,24+/(-1,2)2 -4 (-0,1) - (- In(30)
— 2= 2 (=0.1)

~1,2+,/1,44-0,4In(30)
= 2= 0,2
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1,24 /0,04 - (36— 10In(30))

< t1’2 =

0,2
~1,2£0,2,/36-101n(30)
< t1o= 02
— ty5 = 6 =+ /36— 10In(30)
<= t1 = 4,59 oder t,=~7/41

Die Anzahl ist demnach erstmalig nach tq &~ 4,59 Monaten erreicht.

Zeitpunkt des groBBten Befalls
Der groBte Befall entspricht dem Maximum der Funktion N(t). Um dieses zu finden wird

zunachst die erste Ableitung N(t) mithilfe der Kettenregel gebildet:

N(t) —18. e—O,l(t2—12t)

N(t) =18- [e_o’l(t2_12t) (-0,1(t? - 12t))/} (Ansatz Kettenregel)
—18. g 0F129., (-0,1-(2t-12)) (Anwendung Kettenregel)
= 1,801 (91 1))
= 3,6 0UC12) (1 _g) (Zur Kontrolle angegeben)

Die Nullstellen der Ableitung entsprechen den moglichen Extremstellen der Funktion. Der
Faktor der Ableitungsfunktion, der die Exponentialfunktion enthalt kann nicht null werden.
Damit gilt:

N(t)=0 <<= (t-6)=0 <+= t=6

Bei t = 6 wechselt die Ableitungsfunktion von einem positiven zu einem negativen Vorzeichen,
es handelt sich also um ein Maximum. Der Befall ist demnach nach 6 Monaten am groBten.

Zeitpunkt der starksten Vermehrung
Fir die beiden gegebenen Werte gilt:

t; = 6-/5~ 3,76 t, =6+ 5~ 8,24

Dies sind die Nullstellen von N(t). An diesen Stellen ist N(t) demnach extremal. Gesucht ist
der Zeitpunkt, zu dem sich die Kafer am starksten vermehren. Dies entspricht einem Maximum

von N. Nach Teilaufgabe 3.3 ist aber bekannt, dass N(t) < O0firt> 6und N(t) > 0 furt < 6.

Fir ein Maximum muss aber N(t) > 0 gelten. Damit ist t, < 6. Aus den gegebenen beiden
Werten liegt nur einer in diesem Bereich. Zum Zeitpunkt t, = 6 — \/5 &~ 3,76 vermehren sich

die Kafer also am starksten.
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Aufgabe 12 - CO,-Emissionsrate (Anwendungsaufgabe): FOS12 MT 2016, Al 2
Themen: Parameter bestimmen, Extrempunkt, Graphische Darstellung, Wendepunkt

1.0 Seit Beginn des 20. Jahrhunderts fiihrt der vom Menschen verursachte zusatzliche AusstoB
von Kohlenstoffdioxid (CO,) zu einer Verstarkung des Treibhauseffektes, das heiBt zu einem
globalen Temperaturanstieg mit weitreichenden Folgen.

Nach einem mathematischen Modell soll die Entwicklung der weltweiten CO,-Emissionen ab-
geschatzt werden. Dieses Modell lasst sich naherungsweise durch die mathematische Funktion
kit—>a-t2-ePt4+7mitt,a,beRundt>0,a>0,b >0 darstellen.

Dabei entspricht k(t) der CO,-Emissionsrate in Mrd. Tonnen pro Jahr zum Zeitpunkt t, wobei
t die seit Beginn des Jahres 1950 vergangene Zeit in Jahren beschreibt. Unter der CO,-
Emissionsrate wird dabei im Folgenden die ausgestoBene Masse an CO, pro Zeiteinheit ver-
standen.

Auf das Mitfiihren der Einheiten kann bei den Berechnungen verzichtet werden.

1.1 Nach diesem Szenario lag die CO,-Emissionsrate zu Beginn des Jahres 2000 bei genau 30 Mrd.
Tonnen pro Jahr und zu Beginn des Jahres 2200 wird sie bei genau 17,5 Mrd. Tonnen CO,
pro Jahr liegen. Bestimmen Sie mithilfe dieser Angaben die Parameter a und b der Funktion

k auf drei Nachkommastellen gerundet.
1.2.0 Im Folgenden gilt a = 0,025 und b = 0,020.

Alle folgenden Ergebnisse sind gegebenenfalls auf eine Nachkommastelle zu runden.

1.2.1 Bestimmen Sie die nach diesem Modell prognostizierte CO,-Emissionsrate zu Beginn des

Jahres 2017.

1.2.2 Berechnen Sie den Zeitpunkt t,,, zu dem die absolut maximale CO,-Emissionsrate zu erwarten
ist.
[Mégliches Teilergebnis: k(t) = 0,05 - %02t (-0,01 - t + t)] 8 BE

1.2.3  Zeichnen Sie mithilfe der bisherigen Ergebnisse und weiterer geeigneter Funktionswerte den
Graphen der Funktion k fir 0 < t < 250 (die Jahre 1950 bis 2200) in ein kartesisches
Koordinatensystem.

MaBstab: t-Achse: 50 Jahre = 2 cm; k-Achse: 10 Mrd. Tonnen/Jahr = 2 cm.

1.2.4 Ermitteln Sie rechnerisch, in welchem Jahr zwischen 1950 und heute der Zeitpunkt liegt, an
dem die CO,-Emissionsrate nach diesem Modell am meisten zugenommen hat.

1.2.5  Die Funktion K: t — (=1,25-t>—=125-t-6250) - € %92t 4 7.t mit t > 0 und t € R ist eine
Stammfunktion von k (Nachweis nicht erforderlich).

Bestimmen Sie, wie viele Tonnen CO, voraussichtlich im Jahr 2016 insgesamt ausgestoBen
werden, wenn das obige Modell zugrunde gelegt wird.
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Losungsvorschlag A12 CO,-Emissionsrate: FOS12 MT 2016, Al 2

1.0 Betrachtet wird die Funktion k(t) =a-t?-e™® + 7 mittaab € Rundt>0,a>0,b >0,
die naherungsweise die weltweiten CO,-Emissionen beschreibt.

1.1 Bestimmen der Parameter
Aus den Angaben lassen sich zwei Gleichungen gewinnen, da die Emissionsrate nach (1) t = 50
Jahren, also 2000 bei 30 Mrd. Tonnen und nach (Il) t = 250 Jahren, also 2200 bei 17,5 Mrd.

Tonnen liegen wird:

(1) k(50) = 30
= a-50%-e™% 1+ 7=30 -7
<= 2500 - 3 - e 2% — 23 |+ (2500 - e—50b)
_ 23 50b
= ? = 2500°
() k(250) = 17,5
= a-250%.e20 17175 | -7
<~ 62500 - a - € 250P — 10,5 | . (62500 . e—250b)
_ 10'5 250b
= @~ 62500°

Beide Gleichungen kénnen nun gleichgesetzt werden:

23 50b __ 10'5 250b —50b
25000 625000 [-e
— 23 105 L2000 | 62500
2500 62500 10,5
—= TR [In()
11
— 200b = In (2—5;’0) | 200
— b=~ In (—1150)
~ 200 21
— b ~ 0,020

Einsetzen des ermittelten Wertes in (1):

[ — ' ~ 2

Der Funktionsterm lautet also k(t) = 0,025 - t? - 7002,

1.2.1  Prognostizierter Wert im Jahr 2017
Mit den gegebenen Werten fiir a und b lautet die Funktionsgleichung nun k(t) = 0,025 - t2 -
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e 002t 4 7 Im Jahr 2017 sind also t = 67 Jahre vergangen. Durch Einsetzen erhalt man den
zugehorigen Wert fiir k:

k(67) = 0,025 - 67% - €027 1 7 ~ 36,4

Die prognostizierte CO,-Emissionsrate liegt im Jahr 2017 bei etwa 36,4 Mrd. Tonnen.

Ermitteln der ersten Ableitung
Um das Maximum zu bestimmen wird zunachst mithilfe von Produkt- und Kettenregel die
erste Ableitung bestimmt:

k(t) = 0,025 - t* - € ¥

|.<(t) = 0,025 - [(t2)' 002t 4 42 (e_0’02t)’} (Ansatz Ketten-/Produktregel)
=0,025- (2t - €202 1 2.¢70028.(-0,02))  (Anwendung Ketten-/Produktregel)
= 0,025(2t - €092 — 0,02t . ¢700%) ((2¢79:92%) Ausklammern)
= 0,025 - 2792 . (£t - 0,01t?) (Zusammenfassen)
= 0,05e700%t. (—0,01t2 +t) (Zur Kontrolle angegeben)

Zeitpunkt der maximalen Emissionsrate

Die Nullstellen der ersten Ableitung entsprechen den méglichen Extremstellen der Funktion. Da
die Exponentialfunktion jedoch nie null wird, entsprechen die Nullstellen der ersten Ableitung
den Nullstellen des Terms (t — O,Olt2). Formt man diesen um, konnen die Nullstellen direkt
abgelesen werden:

t—0,01t> = t(1-0,01t) = 0,01t(100 - t)

Liegt der Term in der Form 0,01t(100—t) vor, kénnen die Nullstellen direkt Skizze
zu t; = 0 und t, = 100 abgelesen werden. Da die Exponentialfunktion stets
positive Wert annimmt, stimmen das Vorzeichen der ersten Ableitung und t1 t)

das Vorzeichen von (-0,01t> + t) iiberein. Es handelt sich dabei um den

Term einer nach unten gedffneten Parabel (siehe nebenstehende Skizze).
Wie in der Skizze zu sehen ist, liegt bei t; = 100 ein Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung

von ,+" zu ,-“ vor. Bei t;, = 100 liegt also ein Maximum der Funktion. Da es sich neben

dem Minimum bei t = 0 um die einzige Nullstelle der ersten Ableitung handelt und somit kein
weiterer Monotoniewechsel vorliegt, handelt es sich um ein absolutes Maximum. Die absolut
maximale CO, Emissionsrate ist also im Jahr 2050 zu erwarten.

Graphische Darstellung
mithilfe der bisher bekannten und weiterer Funktionswerte kann zunachst eine Wertetabelle
erstellt werden:

t | 0 50 100 150 200 250
k(t) | 7 30 40,8 35 25,3 17,5

Mit diesen Werten kann die grafische Darstellung erfolgen:
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k(t) o
50 +

45 1
40 +
357
30 7
25t
20 1
15 1
10 1

51

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 t

1.2.4  Jahr der groBten Zunahme
Die groBte Zunahme der Emissionsrate entspricht dem Maximum der ersten Ableitung. Um
dieses zu finden wird zunachst mithilfe der Ketten- und Produktregel die zweite Ableitung
bestimmt:

k(t) = 0,052t . (—0,01t2 + t)

k(t) = 0,05 [(e—°'°2t)’ - (=0,01t% + t) + €202 . (—0,01t> + t)’] (Ans. Ketten-/Produktreg.)
=0,05- (e9*.(~0,02) - (~0,01t> 4 t) + e 902 . (-0,01 - 2t + 1)) (Anwendung)
= 0,05 - (0,022t . (=0,01t% 4 t) + e %02 . (=0,02t + 1)) ((0,02¢7%9%) Ausklammern)

=0,001e7%02 . (0,01t2 - 2t + 50)

Da die Exponentialfunktion nie null werden kann, entsprechen die Nullstellen der zweiten
Ableitung den Nullstellen des Terms (0,01t? — 2t + 50):

2+ ,/(-2)>-4-0,01-50
2.0,01
2+V4-2
T 002
t; = 100-50v2 oder t, = 100 + 50v/2
t; =2 29,3 oder t,~170,7

tio =
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Da die Exponentialfunktion zudem stets positive Werte annimmt, stimmen

die zweite Ableitung und der Term (0,01t>—2t+50) im Vorzeichen iiberein. Skizze

Es handelt sich dabei um den Term einer nach oben geoffneten Parabel

(siehe nebenstehende Skizze). Wie der Skizze zu entnehmen ist, wechselt ? A
das Vorzeichen der zweiten Ableitung dabei bei t = 29,3 von ,+" zu ,-", ’
hier liegt also das gesuchte Maximum der ersten Ableitung. 1979 ist also 1

das Jahr, in dem die Emissionsrate am meisten zugenommen hat.

1.2.5  GesamtausstoB3 im Jahr 2016
Die gesamte ausgestoBene Menge entspricht dem Integral tiber die Funktion k(t), wobei als In-
tegrationsgrenzen der entsprechende Zeitraum gewahlt wird. Um also die ausgestoBene Menge
im Jahr 2016 zu berechnen, wird von t = 66 bis t = 67 integriert, da diese Grenzen genau das
Jahr 2016 einschlieBen. Um den Wert des Integrals zu ermitteln wird die gegebene Stamm-
funktion K(t) verwendet:

fk(t)dt = K(67) - K(66)

= (-1,25- 672~ 125 - 67 — 6250) - e 027 1 7. 67
- ((—1,25 - 662 — 125 - 66 — 6250) - €026 1 7. 66)
~ 36,2 [Mrd. 1]

Im Jahr 2016 werden insgesamt etwa 36,2 Mrd. Tonnen CO, ausgestoBen.
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Aufgabe 13 - Medikamentenkonzentration (Anwendungsaufgabe): FOS12 MT 2018, Al 2 -
adaptiert
Themen: Parameter bestimmen, Extrempunkt, Grenzwert

1.0 Ein Tierarzt verabreicht einer Kuh ein Medikament, dessen Wirkstoff tiber dasnla%Iut auch in die
Milch gelangt. Die Konzentration k des Medikaments in der Kuhmilch wird in Tg (Milligramm

pro Liter) angegeben und kann naherungsweise durch folgende Funktion beschrieben werden:

1
kit—>5-t-ex*mitt, A€ Rundt>0,A < 0.

Dabei gibt t die Zeit in Stunden ab dem Verabreichen des Medikaments an.
Ergebnisse sind gegebenenfalls auf drei Nachkommastellen zu runden. Auf das Mitfiihren der
Einheiten kann bei den Berechnungen verzichtet werden.

1.1 Bestimmen Sie A, wennng:lie Konzentration des Medikaments in der Milch 105 Minuten nach
dem Verabreichen 4,38 me

7 betragt.
1.2.0 Fir die folgenden Teilaufgaben gilt: A = -3.

1.2.1 Bestimmen Sie, nach welcher Zeit t.,,« die Konzentration des Medikaments in der Milch der
Kuh am groBten ist. Geben Sie auch diese maximale Konzentration ky., an.

. 5 1
[Mégliches Teilergebnis: k(t) = (5— 3 t)-e737
Die Aufgabe 1.2.2 ist nicht mehr relevant.

1.2.3  Uberpriifen Sie, ob sich die Konzentration des Medikaments in der Milch im Laufe der Zeit

vollstandig abbaut.

1
1.2.4  Die Funktion L: t — (-15-t—45)-e 3" mit D_ = R ist Stammfunktion der Funktion
k in [0; oo (Nachweis nicht erforgerlich).
Berechnen Sie die mittlere Konzentration des Medikaments in der Milch innerhalb der ersten

8 Stunden nach Verabreichung des Medikaments.
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Losungsvorschlag A13 Medikamentenkonzentration: FOS12 MT 2018, Al 2 - adaptiert

1
1.0 Betrachtet wird die Funktion k(t) = 5-t-ex" mit tA € R und t > 0,A < 0, die die
Konzentration eines Medikaments in Abhangigkeit der Zeit t beschreibt.

1.1 Die Zeit von 105 min wird zunachst in Stunden umgerechnet:
t=105:60 =1,75

Es ist laut Angabe k(1,75) = 4,88. Damit kann ein Wert fiir den Parameter A bestimmt

werden:
k(1,75) = 4,88
L7
— 5.1,75-ex 17 = 4,88 |- (5-1,75)
1 488
FL75 |
= e 575 |In()
1 488
175 =In (22 )
e e ”(875) &
488 488
o soan () ()
> "\&75 I (575
488
A=175:1I (—)
< 5:1In 575
<— A~ —2,997

1
1.2.0  Im Folgenden ist A = -3 und damit k(t) =5-t-e3".

1.2.1 Ermitteln der ersten Ableitung
Zunachst wird mittels Produkt- und Kettenregel die erste Ableitung bestimmt:

1
k(t)=5-t-e3"

. 1 1
k(t) = [(5 t)-e3"+5-t- (e_g't)'} (Ansatz Produkt-/Kettenregel)
_1, _L, 1
=5-e3 +5bt-e3 - <—§) (Anwendung Produkt-/Kettenregel)
1.5 1 1
=5.e3"— §t e73" (73" ausklammern)
5 _L,
= <5 - §t> -e 3 (Zur Kontrolle angegeben)
Maximum

Die Exponentialfunktion in der ersten Ableitung ist stets groBer als null, weswegen das Vor-
zeichen der ersten Ableitung vom linearen Term abhangt:

l°<(t) =0

ZEIT @
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5 5
<= 5--t=0 —t
3 |+ 3
5 3
= 5=_t -
3 | 5
< t=3
Es kann nun eine Vorzeichentabelle erstellt werden:
t t<3 t=3 3<t Skizzen

k(t) + 0 -
Gy Ve HOP N
Es ist also tp. = 3. Zudem wird der Funktionswert an dieser Stelle ermittelt:

l3
I(max = k(3) =5-3.-e3°=15- e_l ~ 5,518

123 Es wird der Grenzwert fir t — oo bestimmt:

1
t—oo:k(t)=5-t -e3" =0 dae-Fkt. dominiert
—

—00 0t

Auf lange Sicht wird sich die Konzentration also vollstandig abbauen.

1.2.4 Zunachst wird die Gesamtkonzentration berechnet:
8
—1-8 —1-0
L(8) = [ k(t)dt = [L(D)S ((—15-8—45)-e 3 -((—15-0-45)-e 3 ))
0

_ (—165 : e_§ 4 45. eo) ~ 33,535

Daraus ergibt sich die mittlere Konzentration innerhalb der ersten 8 Stunden:

L(8) 33535

k = =
8 8

~ 4,192
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Aufgabe 14 - Korpertemperatur (Anwendungsaufgabe): FOS12 MT 2018, All 3
Themen: Parameter bestimmen

1.0 Ein Tierarzt wurde in ein Waldstiick gerufen, um zu helfen, die Wilderei an einem Wildtier
aufzuklaren, das dort geschossen und aufgefunden wurde. Zur Klarung des Delikts soll der Tat-
zeitpunkt ermittelt werden. Hierfiir spielt folgender funktionaler Zusammenhang eine wichtige
Rolle:

L:t— T+ (Lo=T)-e*;tcRund A €R.

Dabei ist A der Abkiihlungskoeffizient, T die Umgebungstemperatur in °C, L die Kérpertem-
peratur des erlegten Wildtieres in °C zum Zeitpunkt t und Ly die gemessene Koérpertemperatur
des erlegten Wildtieres zum Zeitpunkt to, an dem der Tierarzt die Temperatur erstmals ge-
messen hat. Die Variable t beschreibt die vergangene bzw. vorausgegangene Zeit in Stunden
beziiglich des Zeitpunktes to.

Die Umgebungstemperatur von 4,0 °C wird dabei als konstant angenommen.

Auf das Mitfiihren der Einheiten kann bei den Berechnungen verzichtet werden.

Ergebnisse sind gegebenfalls auf drei Nachkommastellen zu runden.

1.1 Die Korpertemperatur des erlegten Wildtieres betrug Lo = 18,6 °C zum Zeitpunkt tg. Zum
Zeitpunkt t; = 1,0 h war die Koérpertemperatur bereits auf L; = 15,9 °C gefallen.
Berechnen Sie den Wert fiir A und geben Sie die Einheit von A an.

1.2.0 Im Folgenden sei A = 0,204.

1.2.1 Es gibt zwei verdachtige Personen, die jedoch vorgeben, nichts mit dem Wilderei zu tun zu
haben. Der erste Verdachtige hat fiir die letzten 3 Stunden und der zweite Verdachtige fiir
die letzten 5 Stunden vor ty kein Alibi. Zu friiheren Zeitpunkten haben beide Verdachtige ein
stichhaltiges Alibi.

Bestimmen Sie den Zeitpunkt des Abschusses in Bezug auf den Zeitpunkt ty, wenn bei le-
benden Wildtieren dieser Art zu dieser Jahreszeit von einer normalen Kérpertemperatur von
37,0°C ausgegangen wird. Entscheiden Sie daraufhin, ob die beiden Verdachtigen unter diesen
Annahmen immer noch als Téater infrage kommen wiirden.

1.2.2 Ermitteln Sie den Zeitraum, in dem die Abkiihlrate des erlegten Wildtieres mehr als ein Grad
Celsius pro Stunde betragt bzw. betragen wiirde.

Hinwies: Abkiihlrate < ~1,0°C/h.
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Losungsvorschlag A14 Korpertemperatur: FOS12 MT 2018, All 3

1.0 Betrachtet wird die Funktion L(t) = T+ (Lo—T)-e™* mit t € R und A € R, welche die
Korpertemperatur des erlegten Wildtieres in °C zum Zeitpunkt t (in Stunden) beschreibt. Da-
bei ist A der Abkiihlungskoeffizient, T die Umgebungstemperatur in °C und Ly die gemessene
Korpertemperatur zum Zeitpunkt tg der ersten Messung.

1.1 Berechnen des Wertes fiir A
Gegeben ist T =4, Lo = 18,6 und der Funktionswert Ly = L(t;) = L(1) = 15,9. Dann gilt:

L(1) =159
= 4+(186-4)-e* =159 | -4
— 146-e* =119 |:14,6
11,9

A 47

— = 146 [In()
11,9

A=1In(=2 (-1

= A=In <14,6> -
11,9

< K——In (m)
— A~ 0,204

Einheit des Parameters A
Im Exponent steht das Produkt A - t. Da der Exponent einheitenlos sein muss, miissen sich

1
die Einheit gegenseitig kiirzen. Die Zeit hat die Einheit h, weshalb die Einheit von A H sein
muss.

1.2.1  Gesucht ist die Zeit t fir die L(t) = 37 ist. Wieder wird eingesetzt und umgeformt:

L(t) =37
= 44 (18,6 —4) - 020 =37 | -4
= 14,6 - €7020% — 33 | 14,6
-0,204t __ 33
= e =146 |In()
— ~0,204t = In (ﬁ> |+ (<0,204)
14,6
— t= b In (ﬁ)
0,204  \14,6
<— t ~ -3,997

Der Abschusszeitpunkt liegt also etwa 4 Stunden zuriick. Der erste Verdachtige kommt also
nicht mehr in Frage, der zweite jedoch schon.
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1.2.2  Der Funktionsterm wird mit allen eingesetzten Werten aufgeschrieben, sodass die erste Ablei-
tung berechnet werden kann:

L(t) =T+ (Lo - T) ceMt — g +14,6- e 0,204t
|._(t) =146 - e 0204t (_0'204) — 29784 - 0204t

Gesucht ist nun fiir welche Werte von t die Abkiihlrate mehr als ein Grad Celsius pro Stunde
betragt, fir welche t also L(t) < -1 erfillt ist:

I._(t) <-1
— —2,9784 . 70204t < ] | : (-2,9784)
— g 0204t ;3—2%250 [In()
— 0,204 -t > In (37—23) . | (~0,204)
A Y0208 " (3723) N

Im Zeitraum des Abschusses bis 5,35 h = 5h 21 min nach to betragt die Abkiihlrate mindestens
1 Grad Celsius pro Stunde.
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UBUNGSTEIL Analytische Geometrie - FOS12 Technik

Aufgabe 1 - Original-Priifung FOS12 MT 2017, Analytische Geometrie-Teil Bl

1.0 Im R3 sind die folgenden Vektoren gegeben:
1 4 p+4 -5
a=|(2|,b=|(0] ¢ = 2p mtpeRundd=1| 2 |.
-3 2 3-4p -3
1.1 Bestimmen Sie den Wert des Parameters p, fiir den die Vektoren 3, b und Cp eine Basis des
R? bilden.
1.2 Driicken Sie den Vektor d durch eine Linearkombination der Vektoren a, b und c (d.h. far
p = -2) aus.
2.0 Im R3 sind die Geraden g, und h gegeben:
0 3q-1 1 1
gq:X=|1]+A: 2q mtgAeER;, h:Xx=12|+w-[ 0 |mitueR.
q q+1 0 -1
2.1 Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der zwei Geraden g, und h in Abhdngigkeit von g.

2.2.0  Setzen Sie nun q = -1.

22.1 Ermitteln Sie den Schnittwinkel der Geraden g_; und h auf eine Nachkommastelle gerundet.

222 Die Gerade g_; und h legen eine Ebene E fest. Bestimmen Sie je eine Gleichung der Ebene E

in Parameterform und in Normalenform.
3 Die Kirchturmspitze eines Dorfes sei der Punkt K ( —2]9|32). Ein neugieriger Mensch steuert

in dem Dorf eine Drohne entlang einer Geraden durch den Punkt

-1
P(2]0|1,5) in Richtung des Vektors v = (2 ) :
6

Bei der Betrachtung wird ein kartesisches Koordinatensystem zugrunde gelegt.
Die Koordinaten sind alle in Metern angegeben, auf das Mitfiihren der Einheit Meter kann bei
den Berechnungen verzichtet werden.

Berechnen Sie die kiirzeste Entfernung der Drohne von der Kirchturmspitze.
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Losungsvorschlag Al: Original-Priifung FOS12 MT 2017, Analytische Geometrie-Teil Bl

1\ (4 p+4 A:
1.0 Im R3 sind die Vektoren 3= | 2 |, b= 10|, =| 2p | mtpeRundd= |2
-3 2 3—4p -3

gegeben.

1.1 Wert fiir p fiir den eine Basis vorliegt .
Zunachst wird mithilfe des Kreuzproduktes ein Vektor bestimmt, der senkrecht auf 3 und b

steht:
_ 1 4 2.2-(-3-0) 4
axb=12]|x]|0]l=| -3-4-1-2 |=/[-14
-3 2 1-0-2-4 -8

Das Skalarprodukt dieses Vektors mit dem Vektor ¢, muss ungleich null sein, wenn die drei
Vektoren linear unabhangig sein sollen:

4 p+4
-14 o( 2p )7&0
-8 3-4p

— 4p + 16— 28p—24 + 32p #0
— 8p-8£0  |+8
= 8p # 8 |- 8
= p#1

Die Vektoren bilden fiir p # 1 eine Basis des R3.

1.2 Linearkombination
Es sind Werte ky, ko und k3 gesucht, fiir die die folgende Gleichung erfillt ist:

1 4 2
ki-3+ko-bt+ks-Co=k-|2|+ko-|0|+ks-|-4]|=d
-3 2 11

1 kit+4 ko+2 ks 5
— 2-ki+0-ky—4-ks =12

=3k +2-ky+11-k3

Daraus kann die Vorzeichenmatrix erstellt werden, die dann mithilfe des GauB-Verfahrens
weiter umgeformt wird:

ki ko ks

I /1 4 2|-5
12 0 -4|2
M\-3 2 11|-3
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1 4 2|5
— n"fo 8 8 |-12 2-1-1
m\o 14 17 |-18 3141
1 4 2| -5
> n"iJl1o 2 2| -3 -
Mm”\o 14 17|-18 1’
1 4 2|5
= 02 2|-3
m”\o o -3|-3 7-101"=n"
Aus der Zeile I1I"" folgt nun:
—3k; =-3 | (-3)
= ks =1
Eingesetzt in Zeile 1" gilt:
2k2 -+ k3 - —3
— 2k, +2=-3 |-2
— 2k, = -5 |:2
5
= ko, = ~3
Einsetzen beider Werte in die erste Zeile:
ki + 4ky + 2k = -5
— kj—10+2=-5 |+ 8

<— ki =3

Die Linearkombination der Vektoren lautet somit also:

3235—55"‘8—2

0 3q-1
2.0 Gegeben sind die Geraden g,: X = (1) +A- ( 2q ) mit q,A € R und
q

q+1
1 1
h:x= 12| +un-[0 ]| mtuekR.
0 -1

2.1 Untersuchung der gegenseitigen Lage
Zunachst wird Uberpriift, ob die Geraden parallel sind, indem man bestimmt, ob die Rich-
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tungsvektoren Vielfache voneinander sind:

3q-1 1
2q =¢- |0
q+1 -1

Zeilenweise ergeben sich so drei Gleichungen. Aus der zweiten Zeile 2q = 0¢ kann direkt
abgelesen, dass g = 0 sein muss. Setzt man dies in die dritte Zeile ein, folgt:

gq+1=0+1=1=-¢ <<= ¢e=-1
Beide ermittelte Werte werden nun fiir die Probe in die erste Zeile eingesetzt:
3g-1=¢ <+— 3.0-1=-1 <+— -1=-1

Das Einsetzen fiihrt zu einer wahren Aussage. Die Geraden sind fiir g = 0 also parallel.
Zusatzlich wird Gberpriift, ob die Geraden identisch oder echt parallel sind, dazu iberpriift
man ob der Punkt des Ortsvektors der Geraden g, auf der Geraden h liegt:

0 1 1
1|=(2]+n-|0
0 0 -1
In der zweiten Zeile steht nun 1 = 2+ 0u, was offensichtlich falsch ist. Die Geraden sind nicht

identisch, sondern verlaufen fiir ¢ = 0 echt parallel.

AuBerdem wird gepriift, ob die Geraden fiir andere Werte als q = 0 einen Schnittpunkt haben,
indem man die Geradengleichungen gleichsetzt:

o () (3

Auch hier kann wieder zeilenweise betrachtet werden. Aus der zweiten Zeile folgt:

1+2\q =2 -1

= 2M =1 |:2
1
= A==
172

Dieser Term kann nun in der ersten Zeile ersetzt werden:

3Mg-A=1+4+p
3
E—x_1+u |-1
1
= u—z—k
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Beide ermittelte Ausdriicke werden schlieBlich in die dritte Zeile eingesetzt:

q+Ag+A=-u

1
— q+§+7»=—§+7» |-
— 11 L
1T 7 2

= q=-1

Es ergibt sich die Losung q = —1. Demnach schneiden sich die Geraden g_; und h, die Geraden
do und h verlaufen echt parallel und alle Geraden g, fiir g € R\ {-1;0} verlaufen windschief
zu h.

2.2.1 Schnittwinkel der beiden Geraden
Um den Winkel zwischen den beiden Geraden zu bestimmen, wird mit den Richtungsvektoren
der Geraden g_; und h gerechnet:

4 1
HRY
cos(a) = 0 - =

GG

Der Winkel ergibt sich demnach zu arccos (\/i“_o) ~ 50,8°.

-4-1-2.040-(-1)| Y
JEAR (22 102 /111024 (-1 V20-V2 V4D

2.2.2 Ebenengleichung in Parameterform
Eine Ebenengleichung in Parameterform kann aufgestellt werden, indem man den Stiitzvektor
einer der beiden Geraden wahlt und als Richtungsvektoren der Ebene die beiden Richtungs-
vektoren der Geraden einsetzt:

1 1 -4
E:Xx=1|2|+7t- |0 |+0-]|-2 mit 0,1 € R
0 -1 0

Ebenengleichung in Normalenform
Um die Normalengleichung der Ebene zu bestimmen, wird aus dem Kreuzprodukt der beiden
Richtungsvektoren der Normalenvektor der Ebene bestimmt:

1\ (4 (00-(D-(2)) (=2
()R-
1) \o) \1:2)-0.0) \=
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Mit dem Normalenvektor und dem Ortsvektor kann die Normalenform der Ebene angegeben

Kiirzeste Entfernung zwischen Drohnen und Kirchturmspitze
Aus dem gegebenen Punkt P und der Flugrichtung der Drohne, kann man zunachst eine
Geradengleichung aufstellen, die die Flugbahn f beschreibt:

2 -1
fX=]10]|+w-|2 mit ® € R
15 6

Als nachstes wird eine Hilfsebene erstellt, sodass die Ebene senkrecht zur Flugbahn und durch
den Punkt der Kirchturmspitze verlauft. Da die Ebene senkrecht auf der Geraden stehen soll,
kann als Normalenvektor der Ebene der Richtungsvektor der Geraden gewahlt werden. Als
Punkt der Ebene wahlt man K, damit kann die Ebenengleichung in Normalenform gebildet

werden:
-1 -2
H:[2]o|X-1]19 =0
6 32

Nun wird die Flugbahn f mit der Hilfsebene H geschnitten, um den LotfuBpunkt M zu erhalten.
Dazu setzt man in die Ebenengleichung nun anstelle von X die Gleichung der Geraden ein.

B~ GH3)-

-1 4-m
2ol 9420 | =0
6 -30,5 + 6®

<—

<= -4+ 0w-18+40-183+ 360 =0

< 205+ 410w =0 | + 205
S 41w = 205 | : 41
<= ®w=>5

Die Koordinaten des Punktes M auf f mit minimalem Abstand zu K ergeben sich, indem man
nun ® = 5 in die Geradengleichung einsetzt:

L (2 -1 -3
OM=|0 |+5-[2]|=] 10
1,5 6 31,5

(2lern.de
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Mit diesen Koordinaten kann schlieBlich das MaB8 des minimalen Abstands zum Kirchturm

bestimmt werden:
-2 -3 1
91-1 10 -1
32 31,56 0,5

Die kiirzeste Entfernung der Drohne von der Kirchturmspitze sind 1,5 m.

d = [MK| =

_ \/12 +(-1)2+0,52=1225=15

zEIm @ VORBEREITUNG AUF
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Aufgabe 2 - Original-Priifung FOS12 MT 2017, Analytische Geometrie-Teil Bll

1.0 Die Abbildung zeigt einen Wintergarten, dessen

Boden in der x; — xo— Ebene eines kartesischen
Koordinatensystems liegt.
Das rechteckige Glasdach ABCD ist von ei-
ner Markise bedeckt. Dabei wird der Abstand
zwischen Glasdach und Markise vernachlassigt.
Die Ebene, in der die Markise liegt, wird mit
M bezeichnet. Folgende Punkte des Winter-
gartens sind gegeben: A(5|0|5), B(5|4|2),
D(0]0|5) und E(5|4]0). Alle Koordinaten
sind in Metern angegeben. Auf das Mitfiihren
der Einheiten bei den Berechnungen kann ver-
zichtet werden.

X1

1.1 Die Markise lasst sich in Verlangerung des Glasdaches iiber die untere Dachkante [BC] um
1,25 m bis zum Punkt Q (siehe Skizze) ausfahren.
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes Q. [Ergebnis: Q(5]5]1,25)]
1.2 Geben Sie eine Gleichung der Ebene M in Parameterform an und formen Sie diese in eine

Koordinatenform um.

[Mégliches Teilergebnis: M: 3x, + 4x3 —20 = 0]
1.3 Berechnen Sie das Volumen des Wintergartens in m>. 4 BE|

14 Mithilfe zweier Drahtseile, die an den schragen Dachstreben [AB] und [DC] befestigt werden,
soll eine Leuchte im Wintergarten im Punkt U(2,4|1,5|2,8) aufgehangt werden. Ermitteln
Sie die Mindestlange des Drahtseils, das an der Strebe befestigt wird, welche weiter von U
entfernt ist.

Runden Sie das Ergebnis auf cm.

1.5.0 Damit sich der Wintergarten bei Sonnenschein nicht zu stark aufheizt, ist die Markise jetzt
bis zum Punkt Q ausgefahren. Die Richtung der einfallenden Sonnenstrahlen

1
wird durch den Vektor w = (—0,8) beschrieben.
-1,4

1.5.1  Ohne Markise verliefe der Sonnenstrahl s durch den Punkt E. Geben Sie eine Gleichung
fur die Gerade s an und berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts T von s mit der

Markisenebene M. [Ergebnis: T (44,8]1,4)]

(2lermn.de
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152 Erldutern Sie ohne Rechnung, ob der Punkt E bei diesem Sonnenstand im Schatten der
ausgefahrenen Markise liegt.
1.6 Im Punkt K(2]0]0) befindet sich eine Lichtquelle. lhr Strahl wir am Glasdach des Win-
tergartens im Punkt R(1]2]3,5) reflektiert. Ermitteln Sie durch geeignete Spiegelung eine
Gleichung der Geraden, die den reflektierten Lichtstrahl beschreibt.

zEIT @ VORBEREITUNG AUF é
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Losungsvorschlag A2: Original-Priifung FOS12 MT 2017, Analytische Geometrie-Teil Bll

1.0 Betrachtet wird ein Wintergarten, dessen folgende Punkte gegeben sind: A(5|0]5),
B(5/4/2),D(0|0|5) und E(5]4]0).

1.1 Koordinaten des Punktes Q
Zunachst wird der Vektor A@ und dessen Lange bestimmt:

ﬁ(i)—(g)(g) AB| = /02 + 42 + (32 = V25 = 5

2 5 -3

Der Abstand zwischen A und B ist 5m, die Markise wird (iber B hinaus um 1,25 m verlangert.
Dies entspricht 1% = % mal dem Abstand zwischen A und B. Damit konnen die Koordinaten
des Punktes Q bestimmt werden:

GRS S ) BE S R I R Y -
* 2 3) \e2-o075) \1.25

Die Koordinaten des Punktes lauten Q(5|5]1,25).

|

1.2 Ebenengleichung in Parameterform
Die Gleichung der Ebene M in Parameterform wird aus den Koordinaten der Punkte A, B und
D erstellt, da diese alle in der Ebene liegen:

M:%:O?jtk-ﬁJru-ﬁ: (g) +A- (2:8) +u- (8:8)
2-5

5 5-5

5 0 -5
=0l +A-|4|+n-[0 mit A, € R
5 -3 0

Ebenengleichung in Koordinatenform
Aus dem Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren der Ebene kann der Normalenvektor
bestimmt werden:

0 -5 4.0-(-3)-0 0
() . (o) _ ((—3)-(—5)—0-0) _ (15)
-3 0 0-0-4-(-5) 20

Mit dem Normalenvektor und den Koordinaten des Punktes A kann nun zunachst die Norma-
lenform der Ebene aufgestellt werden, die schlieBlich zur Koordinatenform umgeformt wird:

0 X1—5
M :fimo (R=O0A) = | 15| o [ xa—= 0| = 15x, + 20x5 — 100 = 0
20/ \x;-5
= M:3x +4x3-20=0

(2lermn.de
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1.3 Volumen des Wintergartens
Im Folgenden beschreibt der Punkt F den LotfuBpunkt von A auf die x;-Achse. Der Punkt

F ist also die Ecke des Wintergartens, die auf der x;-Achse liegt und hat die Koordinaten
F(5]0]0). Zunachst wird der Flacheninhalt des Trapezes ABFE ermittelt:

5-5 5-5 5-5
ATI-(A?Hﬁ)ﬁ;((o-o) (4_4> ) (4_())
0-5 0-2 0-0

L Jesp e p) - vae -

-(5+2)-4=14[m?]
Der Wintergarten kann nun als Prisma betrachtet werden, dessen Grundflache das berechnete
Trapez ist, da die Deckflache identisch zur Grundflache ist:

5
0
0
1.4 Mindestlange des Seils
Es wird zunachst die Gleichung einer Geraden ¢ durch die Punkte A und B bestimmt:

5 0
€:>?:O?+cow§§: (O)—i—(z)' (4) mit ® € R

+

N |

N+

V=Ar-h=Ar-|OF| = Ar- — 145 = 70[m’]

Der Wintergarten hat ein Volumen von ZQm3.

5 -3

Zudem wird eine Hilfsebene H konstruiert, die senkrecht zur Geraden durch A und B verlauft,
indem man den Richtungsvektor der Gerade als Normalenvektor der Ebene wahlt. Da die
Hilfsebene zusatzlich durch den Punkt U verlaufen soll, werden dessen Koordinaten und der
Normalenvektor zum Aufstellen der Normalengleichung verwendet:

0 24
H: AB o (X - OU) = (4) 0 (z— (1,5)) ~0
-3 2,8

Nun wird die Hilfsebene mit der Geraden ¢ geschnitten um den LotfuBpunkt L zu erhalten.
Dazu wir die Gerade ¢ in die Ebene H eingesetzt:

() (6)-= () (2) -
- (4 (22750 -

-6+ 160-6,6 +90 =0

!
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— -12,6 + 250 =0 | + 12,6
— 250 = 12,6 | 1 25
— o = 0,504

Setzt man diesen Wert in die Gleichung der Gerade ein, ergeben sich die Koordinaten des
Punktes L, der auf der Geraden zwischen A und B liegt und den kiirzesten Abstand zu U hat:

5 0 5
OL=|o0|+0504-|2]|=/[2016
5 -3 3,488

SchlieBlich kann der Abstand zwischen den beiden Punkte L und U bestimmt werden, der dem
kiirzesten Abstand zwischen U und der Strebe [AB] entspricht:

2,4-5 2,6
15-2016 || = || -0,516
2,8-3,488 -0,688

Das Drahtseil zur Strebe [AB] hat eine Mindestlange von 2,74 m.

—

d=|LU| = = /(2,6 + (-0,516)2 + (~0,688)2 ~ 2,74

Gleichung der Gerade s
Aus der Angabe ist bekannt, in welche Richtung der Sonnenstrahl einféllt und dass er durch
den Punkt E verlauft. Damit kann sofort die Geradengleichung angegeben werden:

5 1
s:>?=O?+’c-vT/: (4) +7T- (—0,8) mitt e R

0 -1,4

Koordinaten des Schnittpunktes T
Um den Schnittpunkt zwischen s und M zu bestimmen, wird die Gerade s Komponentenweise
in die Koordinatenform der Ebene M eingesetzt und dann nach T aufgelost:

3X2—|—4X3—2020

— 3(4-0,8t)+4(0-1,41t)-20=0

— 12-241-561-20=0 |+ 8
— -81 =38 | (-1)
= T=-1

Setzt man diesen Wert in die Gleichung von s ein, ergeben sich die Koordinaten des

Punktes T:
5 1 4
of = |4|-1-|-08]| =48
0 -1,4 1.4

Die Koordinaten des Schnittpunktes lauten T (4]4,8|1,4).

(2lern.de
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Begriindung, dass E im Schatten liegt

Um eine Aussage treffen zu konnen, werden die Koordinaten der Punkt T und Q verglichen.
Die x3- und x,-Koordinaten von T sind beide positiv, und beide kleiner als die jeweiligen
Koordinaten des Punktes Q. Demnach liegt der Schnittpunkt von s mit M auf der Markise.
Damit erreicht der Sonnenstrahl nicht den Punkt E. Der Punkt E liegt also im Schatten.

Gleichung des reflektierten Lichtstrahls

Zunachst wird der Spiegelpunkt K« des Punktes K an der Ebene M bestimmt. Dafiir wird die
Gleichung einer Hilfsgeraden h aufgestellt, welche senkrecht zur Ebene und durch den Punkt
K verlauft. Um dies zu gewahrleisten, wird als Ortsvektor der Gerade der Ortsvektor von K
und als Richtungsvektor der Gerade der Normalenvektor der Ebene gewahlt:

2 0
H
h:X=0K+o-ny=10|+0oc-[15 mitc € R
0 20

Die Geradengleichung wird nun Koordinatenweise in die Ebenengleichung M eingesetzt, um
den Schnittpunkt zu bestimmen. Dafiir wird nach ¢ umgeformt:

3X2—|—4X3—20:0

— 3(0 + 156) + 4(0 + 206) —20 = 0 | +20
— 456 + 800 = 20 125
20
<~ G—ﬁ
4
< G—g
4

Addiert man also zum Ortsvektor von K das 5:-fache des Richtungsvektors der Geraden,
erreicht man den Schnittpunkt, der auf der Ebene liegt. Um den an der Ebene gespiegelten
Punkt Kx zu bestimmen, wird also das doppelte des Richtungsvektors addiert:

N 4 2 4 (O 2
0 20 0,4

Die Koordinaten des Spiegelpunktes von K an M lauten also K (2]4,8|6,4). Der reflektierte
Lichtstrahl verlauft nun zwischen den Punkten R und Kx, sodass mithilfe der ermittelten
Koordinaten eine Geradengleichung des reflektierten Lichtstrahls aufgestellt werden kann:

1 2-1 1 B
rX—OR+¢-KsR=|2|+0-[48-2]=]2]+0¢-|28] mtoer
3,5 64-35/ \35 2.9

(2lermn.de
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Aufgabe 1 - Original-Priifung FOS12 MT 2018, Analytische Geometrie-Teil Bl

1.0 Im R3 sind die drei linear unabhingigen Vektroen 3bund ¢ gegeben. Entscheiden und be-
griinden Sie, welche der folgenden Aussagen stets richtig, moglich oder immer falsch sind.

11 ]&ﬂ>o B

1.2 Fob=0

N N N N
oY) oy} oy}
m m m m

1.3 (axb) 0 ¢ = |(axc) o b|

1.4 Es existiert eine Ebene, in der alle drei Vektoren 3, b und ¢ liegen.

15 Es gibt einen Vektor im R3, der sich nicht als Linearkombination der Vektoren 5,5 und C
bilden |asst.

2.0 Ein Speichenreflektor fiir ein Fahrrad beruht auf dem Prinzip eines Tripelspiegels. Dieser

reflektiert einfallende Strahlung unabhangig von seiner Ausrichtung weitgehend zuriick zur
Strahlungsquelle. Erreicht wird dieser Effekt durch drei ebene Spiegel, die aufeinander senk-
recht stehen. Die drei Koordinatenebenen des R® mit den Gleichungen in Koordinatenform
Exz i x3 = 0,E13 : X = 0 und Ej, : x3 = 0 bilden zusammen einen derartigen Tripelspiegel.

-1

2.1 Ein vom Punkt A(7]12]2) in Richtung vV = | =2 | ausgehender Lichtstrahl trifft im Punkt S
-1

auf die Ebene E;,. Geben Sie eine Gleichung firr die Gerade g, an, auf welcher der Lichtstrahl

verlauft. Zeigen Sie, dass gilt: S(5|8]0).

2.2 Ermitteln Sie eine Gleichung der Geraden g;, auf der der an der Ebene E;, reflektierte Strahl
verlauft.
3 -2
[Mégliches Teilergebnis: g; : X = (4| +0- [-4| mit o € R]
2 2
2.3 Zeigen Sie rechnerisch, dass bei der Reflexion des Lichtstrahls an E;, der Einfallswinkel gleich
dem Ausfallswinkel ist.
2.4 Berechnen Sie den Abstand von g; zur Ecke des Tripelspiegels, die sich im Urpsrung des

Koordinatensystems befindet.

(2lermn.de
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Losungsvorschlag Al: Original-Priifung FOS12 MT 2018, Analytische Geometrie-Teil Bl

1.0 Gegeben sind drei linear unabhangige Vektoren 3, b und € im R3.

1.1 Die Aussage ist stets richtig.

Das Vektorprodukt und damit der Betrag des resultierenden Vektors wird nur null, wenn beide
Vektoren parallel sind. Dies ist jedoch ausgeschlossen, da die Vektoren linear unabhéngig sind.

1.2 Die Aussage ist moglich.

Das Skalarprodukt ist null, wenn die zwei Vektoren senkrecht aufeinander stehen. Dies kann
erfillt sein, ist aber nicht zwingend der Fall.

1.3 Die Aussage ist richtig.

Dargestellt ist der Betrag des Spatproduktes der drei Vektoren. Dieser Betrag entspricht dem
Volumen des Spats, das die drei Vektoren aufspannen. Dieses Volumen ist unabhangig von der
Reihenfolge der vorkommenden Vektoren, weshalb die Betrage auf beiden Seiten der Gleichung
gleich sind.

1.4 Die Aussage ist falsch.

Liegen drei Vektoren in einer Ebene, dann sind sie immer linear abhangig. Da die gegebenen
Vektoren allerdings linear unabhangig sind, kdnnen sie nicht alle drei in einer Ebene liegen.

15 Die Aussage ist falsch.

Drei linear unabhingige Vektoren bilden eine Basis des R3. Jeder andere Vektor im R3? kann
als Linearkombination dieser Basis dargestellt werden.

2.0 Gegeben sind die drei Koordinatenebenen des R® mit den Gleichungen Ep; : x; = 0, Ei3 :
Xo =0 und Eyp : x3 = 0.

2.1 Angabe der Geradengleichung
Als Ortsvektor der Geradengleichung wird Oj verwendet und als Richtungsvektor der Vektor
v. Dann gilt fiir die Gleichung der Gerade:

7 -1
g X=O0A+A-v=|12| +1-|2] mitaeRr
2 -1

Berechnen des Schnittpunktes S
Um den Schnittpunkt zu bestimmen, wird die Gleichung der Gerade komponentenweise in die

(2lermn.de
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Gleichung der Ebene E;j, eingesetzt:

X3:O
= 2-A=0 |+
— A=2

Setzt man diesen Wert in die Gleichung der Gerade ein, ergeben sich die Koordinaten des
Schnittpunktes S:

7 1\ (5
0s=[12]+2-|2|=[8] = s(5/8/0) (qed)
2 1) \o

2.2 Im Folgenden sollen zwei Moglichkeiten beschrieben werden die gesuchte Geradengleichung
zu finden.

Alternative 1:

Dabei handelt es sich um die {ibliche Methode solche Art Aufgaben zu lésen. Der reflektierte
Strahl verlauft durch die Punkte S und A’. Um die Koordinaten des Spiegelpunktes A’ zu fin-
den, wird eine Hilfsgerade h (Lotgerade) betrachtet. Diese verlauft senkrecht zur Spiegelebene
und durch den Punkt A:

7 0
h:X=OA+p-fie, = 12| +u-[0] mitper
> 1

Zunachst wird nun der Schnittpunkt der Hilfsgerade mit der Ebene E;, berechnet, indem man
komponentenweise einsetzt:

X3=0
= 2+u=0 | -2
= n=-2

Setzt man in die Hilfsgerade den Wert L = -2 ein, erhalt man die Koordinaten eines Punktes
auf der Ebene E;». Um die Koordinaten des Spiegelpunktes zu erhalten, muss man also @ =
2 - (-2) = -4 in die Geradengleichung einsetzen:

{1

Damit ergibt sich die Gleichung der Gerade des reflektierten Strahls:

N 5 -2
gl:i:O?+G-A'S: (8) +0- (—4) mit 6 € R

0 2
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Alternative 2: (Sonderfall)

Da in diesem Fall eine Spiegelung an der x;x,-Ebene vorgenommen wird, geniigt es beim
Ortsvektor Vv des Lichtstrahls das Vorzeichen der x3-Komponente zu dandern um den Rich-
tungsvektor v des reflektierten Lichtstrahls zu erhalten. Dann gilt fiir die Gleichung der
Gerade des reflektierten Lichtstrahls:

5 -1
g1:2:0?+0-\7*: 8|+o- |2 mitoceR

0 1

Im Folgenden ist o der Winkel zwischen dem Richtungsvektor der Gerade des einfallenden
Strahles und dem Normalenvektor ng,, und B der Winkel zwischen dem Richtungsvektor der
Gerade des reflektierten Strahls und dem Normalenvektor fg,,.

I
gl
NEE
e

Die Werte des Cosinus der Winkel stimmen iiberein, demnach sind auch die Winkel gleich
groB.

|- 1] _ 1

BRViCE S IRV R

2] 22 2 1

COS
COS

VR RL2 VT V24 VA6 2.6 Vb

Als Erstes wird eine Hilfsebene H erstellt, die senkrecht zur Gerade g; liegt und durch den
Koordinatenursprung verlauft. Der Normalenvektor der Ebene entspricht dabei dem Richtungs-

vektor der Gerade g;:
0\
H:fgo [X—-[0]| =0
O -

-2 X1
H:|-4]o|xx]| =0
2 X3

H Z—2X1—4X2+2X3:0 |(—1)
H:2x; +4x,—-2x3 =0

VORBEREITUNG AUF

BILDUNG! | PAS ABL 2023




Slemnverag

Dann wird der Schnittpunkt von H und der Geraden g; ermittelt. Dazu werden die einzelnen
Komponenten der Geradengleichung von g; in die Gleichung der Ebene H eingesetzt:

2X1 —|—4X2—2X3 =0

= 2(5+20)+4(8+40)-2(0-20) =0
— 10+40+32+160+40 =0
— 246 +42 =0 | — 42
— 246 = —42 |24
— o=-'

4

Setzt man diesen Wert in die Gleichung von g; ein, erhalt man die Koordinaten des Punktes
L, der den kiirzesten Abstand zum Koordinatenursprung hat:

5 2
oL = 8] - % al=
0 -2
Fir den Abstand gilt dann:

o= ) ) + () - 5 -

BILDUNG! | PAS ABL 2023
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Aufgabe 2 - Original-Priifung FOS12 MT 2018, Analytische Geometrie-Teil Bll

1.0 Ein Hotel wurde in Form einer vierseitigen Pyramide mit gleich groBen glasernen Seitenfla-
chen gebaut. In einem kartesischen Koordinatensystem des IR® stellen die Punkte A (2]1]3),
B(2]31]3), C(—-28|31|3) und D( —28|1|3) die Eckpunkte der Grundflache und der
Punkt S( —13|16|30) die Spitze der Pyramide dar.

In der Nahe des Hotels befindet sich ein Kanal, dessen Uferlinie in einem bestimmten Bereich

27 0
geradlinig verlauft und modellhaft duch die Gerade g : X = (—24) +k- (1) mit k € R
3 0

beschrieben werden kann.
Alle Koordinaten sind in der Einheit Meter angegeben. Auf das Mitfiihren der Einheiten kann
bei den Berechnungen verzichtet werden.

1.1 Zeigen Sie, dass die Grundflache ABCD des Hotels quadratisch ist.

1.2 Die Kante AB des Hotels liegt auf der Geraden s. Stellen Sie eine Gleichung der Geraden s
auf und zeigen Sie, dass s echt parallel zur Geraden g verlauft.

1.3 Die Grundflache ABCD der Pyramide und die Gerade g liegen in der Ebene E.
Bestimmen Sie jeweils eine Gleichung der Ebene E in Parameter- sowie in Koordinatenform
und beschreiben Sie die besondere Lage der Ebene E im Koordinatensystem.

[Mégliches Teilergebnis: E : —x3 + 3 = 0]

1.4 Eine Reinigungsfirma wird mit der fachgerechten Reinigung der glasernen Seitenflachen des
Hotels beauftragt. Berechnen Sie die Mantelflache der Pyramide und ermitteln Sie die Kosten
der Reinigung auf Euro gerundet, wenn fiir 1 m? gereinigte Flache 5 Euro veranschlagt werden.

1.5 Ein Fassadenkletterer befindet sich auf der Kante BS der Pyramide. Berechnen Sie den Nei-
gungswinkel der Kante BS zur Grundfliche ABCD. Runden Sie lhr Ergebnis auf zwei Nach-
kommastellen.

1.6 Fiir Werbezwecke soll von der Spitze S des Hotels auf kiirzestem Weg zur nahen Uferlinie des
Kanals eine Lichterkette gespannt werden.
Berechnen Sie die Mindestlange der Lichterkette auf Meter gerundet.

1.7 Ein Kanal-Passagierschiff passiert nachts das Hotel. Vom Punkt Q (27| —3|3) wird vom

-30
Schiff ein Lichtstrahl in Richtung des Vektors v = ( 19) gesendet.
9

Zeigen Sie, dass der Lichtstrahl die glaserne Seitenflache ABS des Hotels trifft.
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Losungsvorschlag A2: Original-Priifung FOS12 MT 2018, Analytische Geometrie-Teil Bll

1.0 Die Eckpunkte einer Pyramide sind gegeben mit den Koordinaten A(2|1]3), (2]31]3),
C( —28|31|3)und D( —28]1]3) der Grundflache und die der Spitze mit S ( — 13|16 | 30).

27 0
Zusatzlich wird ein Kanal beschrieben durch die Gerade g : X = (—24) +k- (1) mit k € R.
3 0

1.1 Zunachst werden die Vektoren der Seiten der Grundflache und deren Betrage bestimmt:

AB — (300) BC — (—go) D — (—go> DA — (300)
0 0 0 0
—  |AB| = |BC| = |CD| = DA

Die Seiten der Grundflache sind alle gleich lang. Zusatzlich wird das Skalarprodukt zwischen
E und ﬁ berechnet um eine Information iiber den eingeschlossenen Winkel zu erhalten:

ABoBC = (300) 0 (_30> —0 = ABLBC

0 0

Die Seitenkanten schlieBen einen rechten Winkel ein und alle Kanten sind gleich lang. Demnach
muss es sich um ein Quadrat handeln.

1.2 Gleichung der Geraden s
Aus den berechneten Vektoren der vorherigen Teilaufgabe kann direkt die Gleichung der Gerade
aufgestellt werden:

2 0
s:%=0A+N AB = (1) - (30) mit A € R

3 0

Gegenseitige Lage von s und g
Um zu priifen ob die beiden Geraden parallel sind, muss gepriift werden, ob die Richtungsvek-
toren beider Geraden Vielfache voneinander sind:

B

Da nur die x,-Komponente beider Vektoren ungleich null ist, kann direkt abgelesen werden,
dass t = 30 und die Richtungsvektoren somit Vielfache voneinander sind. Beide Geraden
verlaufen demnach parallel. Um zu priifen ob die Geraden echt parallel verlaufen, wird eine

Punktprobe gemacht, indem man den Ortsvektor O? gleich der Geradengleichung von g setzt:

-3+ ()
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In der ersten Zeile steht nun jedoch 2 = 27, was ein offensichtlicher Widerspruch ist, sodass
die Punktprobe nicht erfiillt ist. Demnach verlaufen die beiden Geraden echt parallel.

Gleichung der Ebene in Parameterform
Eine Gleichung der Ebene in Parameterform kann direkt aus den Koordinaten der Eckpunkt
aufgestellt werden:

x_(ﬁ+u K§+v R (1)+u (O>+v~(_3300) mit B,v e R

3 0 0

Gleichung der Ebene in Koordinatenform
Aus den Spannvektoren der Ebene wird der Normalenvektor der Ebene berechnet:

0 -30 30-0-0-30 0
fe=[30]| x| 30 |=]| 0-(-30)-0-0 | =300 |0
0 0 0-30-30-(-30) 1

Mit diesem Normalenvektor und den Koordinaten des Punktes A kann die Gleichung der Ebene
in Koordinatenform gefunden werden:

E: nE O?}
-2
Xo — 1
X3 —
E:x3=3=0
Anhand der Ebenengleichung in Koordinatenform kann man erkennen, dass diese echt parallel

zur x1xp-Ebene liegt, da x; = x, =0 und d = -3 # 0.

Die Flache einer Seite entspricht der Halfte der Flache des Parallelogramms, das ﬁ und E

aufspannen. Demnach entspricht die gesamte Flache dem vierfachen dieses Wertes (da die
1

A:4-AAABSI4~§‘/@X£’

Grundflache ABCD quadratisch ist). Somit gilt:
0 -15 810
30 x| 15 0
0 27 450

30.27-0-15
=2 0-(-15)-0-27 |[=2-
—=2.1/8102 + 0% + 4502 = 2- /902 - 92 + 902 - 52 = 2- 90 - v/9% + 52 = 180 - /106 [m?]

—2.

0-15-30- (-15)

Die dabei anfallenden Kosten berechnen sich wie folgt:

€
K=5 180 V106 m* ~ 9266 €]
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Zunachst wird der Winkel B zwischen ﬁ und dem Normalenvektor ng der Ebene E berechnet.
Der gesuchte Winkel o0 zwischen g und der Grundflache ABCD entspricht dann o = 90°—3:

EINY
I

) ~ 38,16°

27 27
V152 1152 £ 272./1 /1179

. |g (¢] ﬁE' .
IBS| - [ie|

os(B)

= B = arccos 2
B V1179
Der gesuchte Winkel ist somit o = 90° — f = 90° — 38,16° = 51,84°.

Es wird die Gleichung einer Hilfsebene aufgestellt, die Senkrecht zur Geraden g - also senkrecht
zum Kanal - steht und den Punkt S enthalt. Dafir wird als Normalenvektor der Ebene ny der
Richtungsvektor der Gerade g verwendet:

H:ﬁHo[f—cﬁ]:o

0 X1 -13 1
H:(l)o{(xz —(16) =0
0 X3 30 /|

0 X1-|-13
H:(l)o(xz—m
0 x3 —30

H:x,-16=0

Der Punkt des Kanals mit kiirzestem Abstand zur Spitze entspricht nun dem Schnittpunkt
der Gerade g mit der Ebene H. Um diesen zu finden, werden die Komponenten der Geraden-
gleichung in die Ebenengleichung eingesetzt:

=0

X2—16:0
= 24+k-16=0 | +40
— k =40

Setzt man diesen Wert in die Geradengleichung ein, erhadlt man die Koordinaten des Punktes
L mit kiirzestem Abstand zur Spitze:

(2 0 27
OL=|[-24|+40-[0]|=|16] = L(27/16|3)
3 1 3

Nun kann der Abstand d beider Punkte berechnet werden:

d = (S| = (_30)
27

VORBEREITUNG AUF
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= V402 + 02 + 272 = /2320 ~ 48

e

lern.de



Slemnverag

Die Mindestlange der Lichterkette betragt also 48 [m].

1.7 Zunachst wird die Gleichung der Ebene Eags gesucht, in der die Seitenfliche ABS liegt:
2 0 -15

Eags Z)?ZO?‘FT'/@—F(D'R: (1) +7T- (30) + - (15) mit T,0 € R
3 0 27

Die Gerade h des Lichtstrahls ergibt sich aus der Position Q des Schiffes und der Richtung v
des Lichtstrahls:

27 -30
h:¥x=0Q0+6-v=|=3|+0-]19| mtoeRr

3 9

Der Schnittpunkt zwischen Gerade h und Ebene Eags entspricht nun dem Punkt, wo der
Lichtstrahl auf die Ebene trifft. Um diesen zu bestimmen, werden die beiden Gleichungen

gleichgesetzt:
2 0 -15 27 -30
11 4+7-|30|+®-| 15| =|3|+0c-| 19
3 0 27 3 9

Zeilenweise ergeben sich so drei Gleichungen die zunachst umgeformt werden:

() 24+0-t-15-0w=27-300
= 2-150w =27-30c | +300-2
<= -150 + 306 = 25

(11 1+30-t+15-0=-3+19-0 |-196-1
<— 30t + 150—-190 = -4

(1 340-14+27-0=3+9-0 |-3-9c
<= 2710-96 =0

Da Gleichung (1) und (1) kein T enthalt, kénnen diese zunachst gesondert betrachtet werden:

1
(1) 27Tm-906 =0 |?0
& 90w - 300 =0
(1) + (1 -150 + 306 + 90w - 300 = 25
= 750 = 25 | : 75
<~ W= 1
~ 3
1
Einsetzen in (Il 27 - 3 96 =0
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= 9-96=0 |-9
— 96=-9  |:(-9)
— c=1

Beide Werte konnen nun in Gleichung 2 eingesetzt werden:

1
() 30t+15-3-19-1=—4

— 0t-14=-4  |+14
— 30t=10  |:30
— o=l

3

GemaB der Gleichung der Ebene Eags entspricht T den Verlauf von Punkt A Richtung B und
® dem Verlauf von Punkt A Richtung S. Fir den Auftreffpunkt des Lichtstrahls ist ® > 0
und T > 0 erfillt. Zudem ist auBerdem T+ ® = % < 1 erfillt. Somit muss der Auftreffpunkt
innerhalb des Dreiecks ABS und somit auf der glasernen Seitenflache ABS liegen.
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