Slemnverag

UBUNGSTEIL Analysis - FOS13 Technik

Aufgabe 1 - Kurvendiskussion: FOS13 MT 2012, Al 2
Themen: Extrempunkte, Stammfunktion

Ve -1
1 Gegeben ist weiter die Funktion g: x — €

—— mit der Definitionsmenge Dg = Ry .
e

1.1 Ermitteln Sie die Koordinaten und die Art der Extrempunkte des Graphen von g.

2 _ X
Teilergebnis: g'(x) = e 7 BE
2e*vex -1
1
1.2 Zeigen Sie, dass fiir x > 0 folgende Beziehung fir erfullt ist: = ——— —¢/(x), und
igen Si ar x g ziehung fiir g(x) erfullt ist: g(x) o1 g'(x), u
ermitteln Sie damit eine Stammfunktion von g.
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Losungsvorschlag A1 Kurvendiskussion: FOS13 MT 2012, Al 2

Ve -1
Gegeben ist die Funktion g(x) = ¢

mit Dy = RJ

Mithilfe von Quotienten- und Kettenregel wird die erste Ableitung bestimmt.

Ermitteln der ersten Ableitung

(Ansatz Quotientenregel)

(Ansatz Kettenregel)
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= (Anwendung und Kiirzen)

= (Erweitern des Bruchs)

— (Ausmultiplizieren)

e—-2(e*-1
= # (Zusammenfassen)
2%y ex -1
2—¢*
SR — (Zur Kontrolle angegeben)
2y ex -1

Koordinaten und Art der Extrempunkte

Die Nullstellen der ersten Ableitung sind die moglichen Extremstellen der Funktion g(x). Fir
die Nullstellen der ersten Ableitung muss der Zahlerterm der ersten Ableitung den Wert Null
annehmen. Es gilt also

gx)=0 <= 2-&=0 <<= 2=¢ << x=1In(2)

Das Vorzeichen des Zahlerterms entscheidet auBerdem (iber das Vorzeichen der Ableitung. Mit
der eben bestimmten Nullstelle des Zahlerterms gilt dann:

x<In(2) <= 2-&>0 <<= ¢g'(x)>0
x>1In2) <<= 2-&<0 <+« ¢g'(x)<0

Unter Beriicksichtigung des Definitionsbereichs ist der Graph der Funktion also streng monoton
steigend im Intervall [0; In(2)] und streng monoton fallend in [In(2); oo[. Somit liegt bei x = In(2)
ein Hochpunkt vor. Es wird noch der Funktionswert an dieser Stelle bestimmt.

CVer@-1  V2-1 1

g(ln(2)) eln(2) 2 5
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Damit existiert der Hochpunkt HOP ( In(2) %) Da der Graph der Funktion in [0; In(2)] fallt

und stetig ist, muss zusatzlich ein Randminimum bei x = 0 existieren.

N

0) = = =0
AuBerdem existiert also das Randminimum TIP (0]0).
Nachweis des Funktionsterms
Die gegebene Funktionsdarstellung wird umgeformt.
1 _g(x) = 1 2= e 2= e-2+4€
2e—1 SV T e -1 2o -1 2ev/e -1 2ev/e-1 2e/e-1
e“—-1 ex—1
= = = X
o1 - g(x)

Ermitteln der Stammfunktion
Die angegebene Funktionsdarstellung von g(x) kann fiir die Integration verwendet werden.

fg Ydx = f (2\/€X— g’(X)> dx = jz\/e;x__ldx—g(x)

Im Folgenden wird nur der Ausdruck betrachtet, der immer noch integralbehaftet ist und einzeln
gelost. Dafiir wird eine Substitution u = /ex—1 vorgenommen. Damit gilt:

2
u=vVe-l = =+l <= dx=———du
u?+1

Dies wird in das bestehende Integral eingesetzt.

du=arctan(u)+C mitCeR

1 1 2u 1
= dx= = == du=
fzw/ex_lx j2u u2+1u ju2+1
Wird die Substitution die vorgenommen wurde, bei diesem Ergebnis riickgangig gemacht, so
folgt:

f 5 \/_dx = arctan(vVex-1)+ C

Damit lasst sich die Stammfunktion bestimmen.

G(x) = fg(x)dx = arctan(ve<—1) - el +C

eX
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Aufgabe 2 - Kurvendiskussion: FOS13 MT 2013, All 1 - adaptiert
Themen: Nullstellen (Parameter), Extrempunkte, Monotonie, Grenzwert, Asymptote, Graphische Dar-
stellung, Umkehrfunktion, Integral

1 Gegeben ist die Funktion f,: x — (x? —a?) - e mit der Definitionsmenge Df, = R und a € R.
1.1 Bestimmen Sie die Nullstellen von f, und deren Anzahl jeweils in Abhangigkeit von a. |2 BE
Fir die folgenden Teilaufgaben gilt a = 1.

1.2 Ermitteln Sie das Monotonieverhalten des Graphen von f;.
(Zwischenergebnis: f;(x) = (-x> +2x + 1) - €7) 10 BE

1.3 Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte f1(x) an den Randern der Definitionsmenge
und geben Sie die Gleichung der Asymptote und die Abszissen der Extrempunkte des Graphen
von f; an. Zeichnen Sie den Graphen von f; im Bereich —1,5 < x < 6 unter Verwendung aller

bisherigen Ergebnisse (1LE = 1cm).

1.4 Begriinden Sie, dass die Funktion u: x — f1(x), D, =] —00; 1 - \/5] umkehrbar ist.
Der Punkt P’ (? |- 1) liegt auf dem Graphen von u™. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente

t" in P’ an diesen Graphen.

1.5  Gegeben ist Integralfunktion F: x — [fi(t)dt mit der Definitionsmenge De = R und dem
1
Graphen G¢.

1.5.1 Ermitteln Sie die Art und die Abszissen der Extrempunkte sowie die Abszissen der Wendepunkt
von Ge. Begriinden Sie die Anzahl der Nullstellen von F.

1.5.2 Ermitteln Sie eine eine integralfreie Darstellung von F(x). Bestimmen Sie den Grenzwert von
F(x) fir x — 400 und interpretieren Sie das Ergebnis anhand von f.

(Teilergebnis: F(x) = (—x?—2x—1) - €™ + 4e1)

(2lermn.de
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Losungsvorschlag A2 Kurvendiskussion: FOS13 MT 2013, All 1 - adaptiert

1 Gegeben ist die Funktion f,(x) = (x> —a?)-e2* mit Df, = R und a € R.

1.1  Far die Nullstellen gilt
f.x)=0 <= (¥*-2a%)-e?*=0
Da der Ausdruck €™ nie den Wert Null annimmt, folgt:
2 2

f.x)=0 <= x*-a’=0 <+= x*=a° <+= x=+a

Ist also a # 0, besitzt die Funktion zwei Nullstellen x; = a und x, = —a.

Ist a = 0, besitzt die Funktion eine Nullstelle bei x = 0.

1.2 Zunachst wird mithilfe von Produkt- und Kettenregel die erste Ableitung gebildet.

Ermitteln der ersten Ableitung

fi(x) = (x*-1)-e>

fi(x) = [(x2 -1) e+ (x*-1)- (e‘X)'} (Ansatz Produktregel)
= [2X e (P -1) e (—x)'} (Ansatz Kettenregel)
=2-e* 4+ (x*-1)-e> (1) (Anwendung)
=2-e*=-(x*-1) -~ (Ausmultiplizieren)
=2x-e*-x?.eX 41 e~ ((e™) Ausklammern)
=(=x®+2x+1) &~ (Zur Kontrolle angegeben)

Monotonieverhalten und Abszissen und Art der Extrempunkte
Die Nullstellen der ersten Ableitung entsprechen moglichen Extremstellen der Funktion. Demnach
gilt:

fix)=0 = —=x*+2%+1=0 <<= x*-2x-1=0

Mit der quadratischen Losungsformel gilt dann:

2+V4+4-1-1
2.1
218
2
xlzl—\/§ oder X2:1+\/§

X122 =

Da der Faktor €™ stets positive Werte annimmt, wird das Vorzeichen des Terms (—x? + 2x + 1)
und damit das Vorzeichen der ersten Ableitung betrachtet:
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Beim Term (—x?+2x+1) handelt es sich um eine nach unten gedffnete Parabel
(siehe nebenstehende Skizze). Da das Vorzeichen der ersten Ableitung mit
dem Vorzeichen von (—x? + 3x + 1) libereinstimmt, ist der Graph der Funktion

X1 X2
f1 in den Intervallen }—oo; 1- \/5} und [1 +V2; oo[ streng monoton fallend / N

und im Intervall [1 -2 1+ \/5] streng monoton steigend.

Skizze

|

Verhalten an den Randern der Definitionsmenge
Es wird das Verhalten der Funktion f1(x) an den Randern der Definitionsmenge untersucht.

—00 —00
——

~~
x — —o0: fi(x) = (x*=1)- €™ — o0

— 00
—00 -0 —
—— A~ 2 _
x —00: fi(x) = (x*-1)- e* = =~—— — 0 (da e-Fkt. dominiert)
N
— 00

Gleichung der Asymptote
Aus dem Grenzwertverhalten von x — oo resultiert eine waagrechte Asymptote mit der Gleichung
y=0.

Abszissen der Extrempunkte
Der Tiefpunkt der Funktion f1(x) liegt bei x; = 1~ /2 und der Hochpunkt bei x, = 1 + /2.
Graphische Darstellung

Entsprechend der bisherigen Ergebnisse und weiterer Werte wird nun eine optionale Wertetabelle
erstellt:

x | 15 -l -0,414 0 1 2,414 4 6

fix) | 56 0 -1,25 -1 0 0,43 0,27 0,09

Damit lasst sich die Funktion im angegeben Bereich darstellen.
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Begriindung der Umkehrbarkeit
Die Funktion f1(x) ist auf }—oo; 1- \/5} streng monoton fallend und damit umkehrbar.

Gleichung der Tangente
Es wird der Funktionswert der Funktion u(x) an der Stelle x = -1 ermittelt.

u(-1) = f1(-1) = ((-1)2-12) - e+ =0

Liegt der Punkt P ( —1]0) auf u so lauten die Koordinaten des Punktes P" auf u™ P’ (0|-1).
AuBerdem wird der Wert der ersten Ableitung an dieser Stelle ermittelt:

u'(-1) =fi(-1) = (-1-2+1) - e’ = 2e
Damit ergibt sich die Steigung der gesuchten Tangente als

W)(0) = ==

w(-1)  2e

Da der Punkt P’ die Koordinaten (0;-1) besitzt, verlauft die Tangente also bei y = —1 durch die
y-Achse, wodurch direkt der Achsenabschnitt der Tangente gegeben ist. Damit ergibt sich die
Gleichung der Tangente t':

— - .x-1
y 2e X

X

Gegeben ist jetzt die Funktion F(x) = [ f1(t)dt mit Dp = R.
1

Laut Angabe folgt: F'(x) = f1(x) und F"(x) = f{(x).

Art uns Abszissen der Extrempunkte
Die Aussagen zu dieser Aufgabe lassen sich aus den Ergebnissen der letzten Teilaufgaben herleiten.
Es gilt

fi >0 firx<-1 GE ist streng monoton steigend in |-oo; —1]
fi<Ofir-1<x<1 Gr ist streng monoton fallend in [-1; 1]
fi >0 firl<x G ist streng monoton steigend in [1; oo

Damit gibt es einen Hochpunkt bei x = =1 und einen Tiefpunkt bei x = 1.

Abszissen der Wendepunkte
Da auch F”(x) = f}(x) gilt, entsprechen die Extremstellen von G¢ den Wendestellen von Gg. Fir
den Graph der Funktion F(x) liegen demnach Wendestellen bei x = 1 —+/2 und x = 1 4 /2 vor.

Anzahl der Nullstellen
Sind obere und untere Grenze des Integrals gleich, so folgt:

1

jfl(t)dt =0

1

(2lermn.de
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Damit existiert also die Nullstelle x; =1

X 1
Ist x < 1, gilt: [fi(t)dt = — [ f1(t)dt. Die Funktion besitzt somit ein negatives Vorzeichen.
1 X

Aufgrund dieses Vorzeichenwechsels und des Monotonieverhaltens muss eine weitere Nullstelle
vorliegen. Da die Funktion fiir x > 1 aber streng monoton steigt, kann hier keine weitere Nullstelle
mehr liegen. Somit besitzt die Funktion also insgesamt genau zwei Nullstellen.

1.5.2 Integralfreie Darstellung
Um die integralfreie Form der Funktion zu gewinnen, wird mehrfach partiell integriert.

‘

(Hinwesis: Integral des Typs , Abrdumer”; durch mehrmaliges partielles Integrieren verschwindet im
Integral das Polynom als Faktor)

F) = [ Fu(ode = [(2-D)ede = [(-1)- ()] - [2r- (e )ar

= -~ 1)e't])1( - ([Zt e - j 2. e"tdt>
= [(1-)e] ~[2t- ey + [2e7]; = [(1- -2t - 2)e]

(—x?=2x-1)e"* = (1-1°-2-1-2)e!
(—x?—2x—1)e™ + 4e™*

X
1

Grenzwert fir x — +oo
Weiterhin wird das Verhalten der Funktion fiir x — oo betrachtet.

— 00

——~
4 X+ 2x+1
eX

~—
—00

x — 00: F(x) = ((-x*=2x-1)e™ + 4e’!) = <4e ) — 4t (da e-Fkt. dom.)

Interpretation im Sachzusammenhang

Betrachtet man die Funktion F(x) in ihrer integralhaltigen Form, so wird klar, dass dieser
ermittelte Wert der endlichen MaBzahl der Flache entspricht, die die Funktion f1(x) und die
x-Achse von 1 bis ins Unendliche einschlieBen.
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Aufgabe 3 - Kurvendiskussion: FOS13 MT 2015, All 1 - adaptiert
Themen: Definitionsmenge (Parameter), Symmetrie (Parameter), Grenzwert (Parameter), Nullstellen
(Parameter), Monotonie, Extrempunkt, Integral, Umkehrfunktion

2

1 Gegeben ist die Funktion f,: x +— 2 - arctan (X

5 aa> mit der in R maximalen Definitionsmenge
X
D¢, und ae R\ {0}.

1.1 Bestimmen Sie D¢, in Abhangigkeit von a, das Symmetrieverhalten des Graphen von f, und
das Verhalten der Funktionswerte f,(x) fiir x — f00. Berechnen Sie auch die Nullstellen der

Funktion f, in Abhangigkeit von a.

1.2 Ermitteln Sie das Monotonieverhalten des Graphen von f; und die Art und die Koordinaten des
Extrempunktes.

(Teilergebnis: fo(x) = x41—i—6xl6> 11 BE

Gegeben ist weiter die Integralfunktion g: x —
& & & Of t*+ 16

dt mit der Definitionsmenge D, = R

2

1.3 Zeigen Sie durch Integration, dass sich g(x) schreiben lasst in der Form g(x) = 2 - arctan(%:).

1.4 Begriinden Sie, dass sich die Funktionen f4 und g nur um eine additive Konstante unterscheiden,
und berechnen Sie diese. Geben Sie die Koordinaten des Extrempunktes des Graphen von g
an und zeichnen Sie den Graphen im Bereich -5 < x < 5 unter Verwendung aller bisherigen
Ergebnisse und weiterer geeigneter Funktionswerte (1 LE = 1cm; Platzbedarf fir 1.5: y < -5).

1.5 Begriinden Sie, dass die Funktion g fiir x < 0 umkehrbar ist, und ermitteln Sie einen Term der
zugehorigen Umkehrfunktion h. Geben Sie auch die Definitionsmenge von h an. Zeichnen Sie
den Graph von h in das Koordinatensystem aus Aufgabe 1.4 ein.

(2lermn.de
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Losungsvorschlag A3 Kurvendiskussion: FOS13 MT 2015, All 1 - adaptiert

1

1.1

2

Gegeben ist f,(x) = 2 - arctan (X

5 a) mit der in R maximalen Definitionsmenge D¢, und
a € R\{0}.

X< 4+ a

Definitionsmenge
Einschrankungen in der Definitionsmenge entstehen, da der Nennerterm nie den Wert null
annehmen darf. Fir die Nullstellen des Nennerterms gilt:

x> +a=0 <— X° =-a <= X = ++/—a

Fir a > 0 tritt der Fall \/—a nicht auf. Es gibt keine Einschrankung der Definitionsmenge und es
gilt D, = R.
Fir a < 0 missen die beiden obigen Fille ausgeschlossen werden, so dass gilt: Dy, = R\ {£+/-a}.

Symmetrieverhalten
Alle x, die in der Funktionsgleichung vorhanden sind, stehen im Quadrat. Dies bedeutet Achsen-
symmetrie zur y-Achse. Fiir Achsensymmetrie zur y-Achse gilt allgemein f(—x) = f(x). Hier (fir

x € Dy,):

f.(~x) = 2 - arctan (é:)f;;:;) — 2. arctan <:§:\> — f,(x)

Es liegt Symmetrie zur y-Achse vor.

Verhalten der Funktionswerte f,(x) fiir x — +oo
Fir das Verhalten der Funktionswerte im Unendlichen wird zunachst das Argument des Arcu-
stangens betrachtet:

—00

——
Cdeo M2 1 (da ZG=NG)
X X, —5— - = a =
1x*> +a 1
—00

Entsprechend gilt fiir die Funktion:

2

X_
— foo: f =2-arctan | ——
X 00 fa(x) r n<x2+a
———
—1

T W
—2-arctan(1) =2~ = =
> arctan(1) rimi

Nullstellen
Fir die Nullstellen der Arcustangensfunktion gilt arctan(0) = 0. Fiir die Nullstellen der Funktion
gilt also:

2

2-arctan<X =0 <<= x*-a=0 <= x2=%a

x2 + a

(2lernde
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Entsprechend der Betrachtung bei der Definitionsmenge muss unterschieden werden:

Fir a > 0 besitzt die Funktion zwei Nullstellen bei x;, = £+/a.

Fir a < 0 gibt es keine Losung fiir x = 4+/a. Die Funktion hat keine Nullstellen.

Zunachst wird mithilfe von Ketten- und Quotientenregel die erste Ableitung gebildet.

Ermitteln der ersten Ableitung

2 _
f4(x) = 2 - arctan (X 4)

x? +4
1 x2-4)'
f:l(X) =2 s 5 <X2 > 4)
1+ (555)
5 1 (x>=4) - (x> +4)-(x>-4) - (x> +4)
—2. 5
() 1oy
1 2x - (x®+4)-(x*-4) - 2x
:2.1 S oy
+(55%)
5 1 2x - (x2+4)=-2x- (x> - 4)
1+ G (< +4)?
5 1 2x - (X2 +4)=2x - (x> —4)
T (a2 (x2-4)? 2 2
% (2 +4)

5. (x2+4)? .2x-(x2—|—4)—2x-(x2—4)
N O A G [
2x - (x> +4)—2x - (x2 - 4)
(x2+4)2 4+ (x2-4)2
2x3 + 8x — 2x3 + 8x

(Ansatz Kettenregel)

(Ansatz Quot.regel)

(Anwendung)

(Hauptnenner)

(Kirzen)

(Ausmultiplizieren)

=2 (Zusammenfassen)

x* +8x2+16 +x*-8x2 + 16
16x

x4 +2-16

A 16x

x4+ 16

=2

Monotonieverhalten und Art und Koordinaten des Extrempunktes

(Kiirzen)

(Zur Kontrolle angegeben)

Die Nullstelle der Ableitung entspricht einer moglichen Extremstelle der Funktion und ist hier
gleich der Nullstelle des Zahlerterms des Bruchs. Diese liegt bei x = 0. Es wird nun eine

Vorzeichentabelle erstellt:

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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X x <0 x=0 0<x Skizzen
1(x)-Zzhler: 16x - 0 n _704f
N4
f,(x)-Nenner: x* + 16 + + + 5
0
f2(x) - 0 +
Gy, Ny TIP e
SchlieBlich wird der Funktionswert bei x = 0 bestimmt:
f4(0) =2 rtn( — )—2 rtn(—l)——n
4(0) = 2 - arcta 014 arcta =3

Der Graph von fy ist streng monoton fallend im Intervall ]|-0co; 0] und streng monoton steigend
T
in [0; +oc[. Der Graph besitzt auBerdem einen Tiefpunkt TIP ( 0|- 5 )

1.3 Zum Losen des Integrals wird folgende Substitution vorgenommen:

dz_

z=1t> a_2t <«  dz=12tdt

Das Integral kann zunachst unbestimmt gelost werden:

16t 8 1 1
It4+16dt_fz2+16dz_fs'1_6'(3)2+1dz

3 z t2
= 1—6-4-arctan (Z) + C =2-arctan <Z> +C

Dabei ist C € R. Die Konstante entfallt in der folgenden Rechnung, da bestimmt integriert wird:

X

16t
g6 = | T
0

2\ 1"
= [2 - arctan <—>]
4/ 1o

x2 02
= 2. arct — | =2 -arct —
arc an<4 arc an(4

)
)

X
arcan<4

ZEIT @
FUR
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1.4  Nachweis der Relation zwischen f; und g
Um zu priifen, dass die beiden Funktionen sich nur um eine additive Konstante unterscheiden,
betrachtet man die erste Ableitung der beiden Funktionen:

4 - 4x 16x
f, = =
+(x) x*+42  x*+416
1 x2\'
g'(x) = [2 g ()2 . (Z) ] (Ansatz Kettenregel)
4
1 X 4
=2 T (Anwendung und Kiirzen)
16
1
6 (Zusammenfassen)
16
0
- x4 +16

Die Ableitungen beider Funktionen stimmen iiberein. Beide Funktionsgraphen haben also den
gleichen Verlauf, konnen aber nach oben oder unten gegeneinander verschoben sein. Um diese
additive Konstante C zu bestimmen, wird der Wert beider Funktionen an der Stelle x = 0
gleichgesetzt (mit C € R):

0) 4(0)+C
<— 2 - arctan = 2 - arctan 0°-4 + C
4 02+ 4
— 2.-0=2- < )-I—C
T
—_Z4cC t
= 0 2+ |+2
T
C=-
< 5

Koordinaten des Extrempunktes
Die Funktionswerte von g(x) entsprechen denen von f(x) plus der Konstante C = 5 Entsprechend

hat der Graph von g(x) einen Tiefpunkt TIP (0 ‘ -2+ ) also TIP (0] 0).

Graphische Darstellung
Da der Graph symmetrisch verlauft, geniigt es, sich eine Wertetabelle mit positiven Werten fir x

zu erstellen:
x | 0 1 2 3 4 5
gx) | 0 0,49 1,57 2,31 2,65 2,82

Damit kann die grafische Darstellung erfolgen:

ZEIT @ VORBEREITUNG AUF
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1.5  Nachweis der Umkehrbarkeit
Mit dem Ergebnis aus Teilaufgabe 1.4 folgt, dass der Graph von g fiir x < 0 streng monoton
fallend und somit umkehrbar ist.

Term der Umkehrfunktion
Den Term der Umkehrfunktion erhalt man, indem man in der Funktionsgleichung von g die
Variablen x und y vertauscht und wieder nach y umformt:

y2
x = 2 - arctan (Z) |:2

2
— g = arctan (yz) |tan( )
= t <X> v |- 4
an( = | ==
2 4
X 2
= 4tan <§> =y I/

— y = :|:2\/tan (g)

Da aber fiir g die Bedingung x < 0 erfiillt sein soll, muss fiir die Umkehrfunktion y < 0 gelten
und es entfallt die Losung mit positivem Vorzeichen. Es gilt:

/ X
h(x) =-2/tan | =
() an (2)
Definitionsmenge

Die Definitionsmenge von h entspricht der Wertemenge der Funktion g:

Dp = W, = [0; =

ZEIT @
FUR
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Die grafische Darstellung der Funktion ist mit in der Grafik von Teilaufgabe 1.4 enthalten.

zEm @ VORBEREITUNG AUF
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Aufgabe 4 - Kurvendiskussion: FOS13 MT 2015, Al 2 - adaptiert
Themen: Asymptoten, Extrempunkt, Wertemenge, Integral, Wendepunkt

1.1

1.2

In(x)

Gegeben ist nun die Funktion g: x —= ——= mit der Definitionsmenge D = ]0; +o0|.

2y/x

Bestimmen Sie die Gleichungen der Asymptoten und die Art und die Koordinaten des Extrem-
punktes des Graphen von g und geben Sie die Wertemenge von g an.

(mégliches Teilergebnis: g'(x) = %\(/?) 11 BE

Gegeben ist weiter die Integralfunktion G durch G(x) = [ g(t)dt mit der
1

Definitionsmenge Dg = Dj,.

Ermitteln Sie die Koordinaten des Wendepunktes des Graphen von G. 7 BE

Die weitere Aufgabe 1.3 ist nicht mehr relevant.

D
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Losungsvorschlag A4 Kurvendiskussion: FOS13 MT 2015, Al 2 - adaptiert

In(x)
2¢/x

1.0  Gegeben ist nun die Funktion g: x —= mit der Definitionsmenge Dy = ]0; +o0].

1.1  Gleichungen der Asymptoten
Zur Bestimmung der Asymptoten wird das Verhalten der Funktion an den Randern der Definiti-
onsmenge untersucht. Linker Rand:

——00
—~

In(x)
gVJ\/Z

—0t

x = 07: g(x) = — —00

Es existiert eine senkrechte Asymptote mit der Gleichung x = 0. Weiterhin wird das Verhalten
am rechten Rand untersucht:

|
x — 00: g(x) = ;L\;(;) — 0 (da In-Fkt. unterliegt)
%

Damit liegt auBerdem eine waagerechte Asymptote mit der Gleichung y = 0 vor.

Ermitteln der ersten Ableitung
Um Aussagen lber die Extrempunkte zu treffen wird mithilfe der Quotientenregel die erste
Ableitung gebildet.

In(x

~—

o
—~~
X
~—
I
N
B

! — (In(X))/ y 2\/;_ In(X) i (2\/)_()/ nsatz Quotientenrege
g'(x) = VAL (Ansatz Quotientenregel)
- 2¢/x=1In(x) - %ﬁ

= (Anwendung Quotientenregel)

(2v%)?

X =

2VX _In(x) - L
- 4( ) VX (Erweitern mit (v/x))
X
%;( —In(x) - % VX
= o (Zusammenfassen)
4x VX
2=In(x) (Zur Kontroll ben)
= ur Kontrolle angegeben
Ax - \/x eee

Art und Koordinaten des Extrempunktes
Die Nullstellen der Ableitung entsprechen den moglichen Extremstellen der Funktion und liegen
hier bei den Nullstellen des Zahlerterms der ersten Ableitung. Es gilt:

g(x) =0

ZEIT @
FOR
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= 2—-In(x) =0 | + In(x)
= 2 =1In(x) lexp( )
= e’ =x

Da der Nennerterm der ersten Ableitung fiir alle x € D4 positiv ist, gilt:
O<x<e® <+= 2-In(x)>0 <= ¢g(x)>0
x>e <= 2-Ih(x)<0 <= ¢gx)<0

Der Graph von g ist also streng monoton steigend in ]0; €?] und streng monoton fallend in
[€2; oo[ und besitzt somit einen Hochpunkt bei x = € mit dem Funktionswert:

In
2 = — = — =

Die Koordinaten des Hochpunkts lauten HOP l e? %}

Wertemenge

Aus dem Verhalten an den Randern der Definitionsmenge, dem Monotonieverhalten und dem

1

Funktionswert des Hochpunktes ergibt sich auBerdem die Wertemenge W, = W—oo; g].

1.2 Die Extremstellen von g sind die Wendestellen von G. Aus den Ergebnissen von Teilaufgabe 2.1
ist bekannt, dass der Graph von g bei x = e? eine Extremstellen hat. Demnach hat der Graph
von G bei x = e? eine Wendestelle. Der Funktionswert an dieser Stelle wird mittels partieller
Integration ermittelt:

e2

G(e?) = j o(t)dt = j%dt A jm(t) . %/Edt

:[Int)\/_ f \/_dt—[lnt)\/_ fl

:In(ez)-\/e_—ln(l)-\/_—(2\/e_—2\/_)
=2e-0-(2e-2)
=2

= [ VA - 2]

Vi

Der Wendepunkt hat die Koordinaten WEP (2| 2).

ZEIT @ VORBEREITUNG AUF
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Aufgabe 5 - Kurvendiskussion: FOS13 MT 2016, Al 1
Themen: Monotonie, Extrempunkt, Wertemenge, Wendepunkt, Wendetangente, Graphische Darstellung,
Flache, Umkehrfunktion

1 Gegeben ist die Funktion f: x — arctan ( ﬁ) mit der Definitionsmenge D = |-2; 2].
X

1.1 Bestimmen Sie das Monotonieverhalten sowie die Art und die Koordinaten des Extrempunkts
des Graphen von f und die Wertemenge von f.

(mégliches Teilergebnis: f'(x) =—0,5 - (4 —x?)7%)

1.2 Ermitteln Sie die Koordinaten des Wendepunkts des Graphen von f sowie die Gleichung der Wen-
detangente w. Zeichnen Sie den Graphen von f und die Wendetangente auch unter Verwendung
aller bisherigen Ergebnisse in ein kartesisches Koordinatensystem
(1LE = 2cm ; Platzbedarf fir 1.4: -2 <y <2).

1.3 Der Graph von f und die Koordinatenachsen schlieBen im I. Quadranten ein endliches Flachenstiick
ein. Berechnen Sie die MaBzahl des Flacheninhalts dieser Flache.

1.4  Begriinden Sie, dass f umkehrbar ist, und ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an den
Graphen der Umkehrfunktion f™ im Schnittpunkt dieses Graphen mit der x — Achse. Zeichnen
Sie den Graphen von f™ in das Koordinatensystem aus Aufgabe 1.2.

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Losungsvorschlag A5 Kurvendiskussion: FOS13 MT 2016, Al 1

1 Gegeben ist die Funktion f: x — arctan ( 22'7’;) mit der Definitionsmenge D = ]-2; 2].

1.1  Mithilfe der Ketten- und Quotientenregel wird zunachst die erste Ableitung der Funktion
berechnet.

Ermitteln der ersten Ableitung

f(x) = arctan ( ;;i)
1 [2-x\

f'(x) = =\2 ( x)
1+ (VR TR

B 1 1 (2—x>’
= 2\/T_x 2+ x

(Ansatz Kettenregel)

(Erneut Kettenregel)

2+4x 2+4x
1 1 /24x (2-x)-2+x)-(2-x)-(2+x)
= N . Ansat t.regel
T 22::( 5 % 217 (Ansatz Quot.regel)
1 1 24x -1-(24+x)-(2-x)-1
_ L . Anwend
1+5% 2 | 2-x (2 +x)2 (Anwendung)
1 1 24+x 2-x-2+x (Haupt )
— LI . auptnenner
12 2 V2—x ' 2+xp P
1 1 /2+x —4
= o : (Zusammenfassen)
Axx 2 2-x  (2+4x)?
2 1
:—M tx u (Kiirzen)

2 V2-x (+x7

1 /2 1
= 21_:: e (Wurzel kirzen)

1
= - (3. binom. Formel)
2-/(2+x%) - (2-x)
1
=———— Dy =]-2;2 Zur Kontrolle angeg.
2 vae D=l = e

Monotonieverhalten und Art und Koordinaten des Extrempunkts

Da die Wurzel nur aus positiven Zahlen gezogen werden darf, sind sowohl Zahler- als auch
Nennerterm der ersten Ableitung fiir alle x positiv. Da der Bruch ein negatives Vorzeichen besitzt,
ist f'(x) < O fiir alle x aus Df. Demnach ist G¢ streng monoton fallend in |-2; 2]. Der Extremwert
liegt somit auf dem Rand. Da x = —2 auBerhalb von Ds liegt, und der Graph streng monoton

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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fallt, liegt ein Randminimum bei x = 2:

2-2
f(2) = arctan ( 2+—2) = arctan(0) =0

Die Koordinaten des Tiefpunkts lauten also TIP(2]0).

Wertemenge

Beim ermittelten Randminimum handelt es sich gleichzeitig um die untere Grenze des Werte-
bereichs. Um die obere Grenze zu bestimmen muss das Verhalten am anderen Rand von D¢
betrachtet werden:

2-(h-2) 4—-h T
ot 4. f(h—2) — c-\=2)) _ Kl s
x—-=2":f(x) = h—=0":f(h-2)=arctan <2+(h—2)) arctan( . )—)2

— 00

Der Wertebereich der Funktion lautet somit W¢ = |0; g .

Ermitteln der zweiten Ableitung

Es wird die zweite Ableitung der Funktion berechnet. Dazu wird die erste Ableitung zunachst in
eine andere Form gebracht. Mithilfe der Kettenregel kann daraus die zweite Ableitung bestimmt
werden:

1 1 .
f/ X)=— = 4—X2 -1
() =3 Vi 5(4-)

1

Fix [ ( ) (4-x2)72 - (4-x2) (Ansatz Kettenregel)
1

T4 (4R )_% +(=2x) (Anwendung Kettenregel)

L X

2 /(4-x2)3

Koordinaten des Wendepunktes
Die Nullstelle der zweiten Ableitung entspricht der méglichen Wendestelle der Funktion:

f'(x) =0

— R
2-4/(4-x2)3

<— x=0

Da der Nennerterm der zweiten Ableitung stets positiv ist, liegt bei x = 0 ein Vorzeichenwechsel
der zweiten Ableitung vor, es handelt sich also tatsachlich um eine Wendestelle von f(x) mit
folgendem Funktionswert:

f(O) = arctan ( m) = arctan(]_) ==

VORBEREITUNG AUF
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Der Wendepunkt hat somit die Koordinaten WEP (O

1A
Ne—"

Gleichung der Wendetangente

Da der Wendepunkt auf der y-Achse liegt, entspricht der Funktionswert dem y-Achsenabschnitt
n = der Wendetangente. Mithilfe der ersten Ableitung kann auBerdem die Steigung bei x = 0
ermittelt werden:

v 1t 1
2./4-02 2-2 4

Die Gleichung der Wendetangente w lautet

£(0) =

y:—llx—i-’—;.

Graphische Darstellung
Fir die grafische Darstellung werden neben den bereits bekannten Punkten noch weitere Funkti-
onswerte berechnet:

x | -19 -15 -0,5 0 0,5 15 2
flx) | 14 1,21 0,91 0,79 0,66 0,36 0

Grafische Darstellung:

Gy

1.3 Die Integralgrenzen konnen aus der grafischen Darstellung zu x = 0 und x = 2 abgelesen werden,

also gilt:
: . 2—-X 2 2-x
A:If(x)dx:ofarctan ( 2-|—x) dx=oj1-arctan ( 2—|—x) dx
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An dieser Stelle wird partiell integriert, um das Integral zu l6sen, dabei gilt:
(Hinweis: Integral des Typs , Einser"; fiir die partielle Integration wird die Funktion mit 1 mulitpliziert)

arcta 2= x ! ot
u = arctan U = —
2+x 2.4 —x2

v =1 V=X

Damit gilt fiir das Integral:
2
2
Azfl-arctan X dx
3 2+x

= |x - arctan
2 4+ x .

= 2 - arctan(0) - 0 - arctan(1)

_|_
OH
N
N X
|
xw
o
X

2
X
=0-0+ | —F—=dx
012'\/4—x2

Um dieses Integral zu lésen wird eine Substitution verwendet:

dz dz
z=4-x* => —=-2x <= dx=-—
dx 2x
Setzt man diese Substitution ein, kann das Integral berechnet werden. Dabei wird zunachst
unbestimmt integriert, dann riicksubstituiert und schlieBlich werden die Grenzen eingesetzt:

X X dz 1 1 1 1
fz.—wmd“fm'(‘&) =) e Vimve

Ricksubstitution:

I;dx——1 4 —x2
RV /T

Damit gilt fiir die Flache:

2 2
X 1 1 1 1
A= | —F——dx = {——\/4—x2} ——V4-22- <——\/4—o2) = >V4=1[FE
Oj2~\/4—x2 2 0 2 2 2

1.4  Begriindung der Umkehrbarkeit
Da der Graph G streng monoton fallend ist, ist die Funktion f umkehrbar.

Gleichung der Tangente
Die Tangente w ist Tangente an Gf im Schnittpunkt des Graphen mit der y-Achse. Daraus

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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lassen sich einige Aussagen zur gesuchten Tangente treffen, da diese eine Tangente an G¢1 im
Schnittpunkt mit der x-Achse ist (also Umkehrfunktion von w). Die Nullstelle der gesuchten
Tangente liegt somit bei xo = 7. Fiir ihren Anstieg gilt:

Somit gilt fiir die Gleichung der gesuchten Tangente w™:
T
y=-4-(x—x9)=-4- (X_Z> =-A4x+T

Fur die grafische Darstellung wird der Graph G¢ an der Gerade y = x gespiegelt (siehe Teilaufgabe
1.2). Im Vergleich zur Wertetabelle von G¢ werden somit fiir Ge1 jeweils die Werte von x und die
zugehorigen Funktionswerte getauscht.

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Aufgabe 6 - Kurvendiskussion: FOS13 MT 2016, All 1 und 2 - adaptiert
Themen: Nullstelle, Grenzwert, Asymptoten, Monotonie, Graphische Darstellung, Flache, Umkehrfunktion

(x— 1)

1 Gegeben ist die Funktion f: x — f(x) = T+ D(x=3)
X X —

mit der Definitionsmenge D¢ = R\{-1; 3}.

1.1  Geben Sie die Nullstelle von f an. (Nicht mehr relevant: Zeigen Sie, dass der Graph von f
symmetrisch zur Geraden mit der Gleichung x = 1 ist.)

1.2 Bestimmen Sie das Verhalten der Funktionswerte f(x) an den Randern der Definitionsmenge und
geben Sie die Gleichungen aller Asymptoten des Graphen von f an.

1.3 Ermitteln Sie das Monotonieverhalten des Graphen von f.
(mégliches Teilergebnis: f'(x) = —8(x—1) - [(x + 1)(x—3)]™)

1.4  Zeichnen Sie den Graphen von f fiir =7 < x < 7 unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse.
Tragen Sie auch alle Asymptoten ein (1LE = 1cm).

1.5  Der Graph von f schlieBt mit der x — Achse und den Geraden mit den Gleichungen x = 4 und
x = 6 eine Flache ein. Ermitteln Sie die MaBzahl des Flacheninhalts dieser Flache. Runden Sie
das Ergebnis auf drei Nachkommastellen.

1.6 Begriinden Sie, dass die Funktion g mit g(x) = f(x) und Dy = |3; +oo[ umkehrbar ist. Bestimmen
Sie den Term der Umkehrfunktion g™, deren Definitionsmenge sowie die Steigung des Graphen

4
von g an der Stelle x = 3
2 Gegeben ist weiter die Funktion k: x — arctan(f(x)) mit der Funktion f aus Aufgabe 1 und
Dy = Ds.

2.1  Ermitteln Sie das Verhalten der Funktionswerte k(x) fiir x — £oo und fir x — 3 sowie die
Gleichung der Asymptote des Graphen von k.

2.2 Bestimmen Sie fiir den Graphen von k das Monotonieverhalten. 3 BE
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Losungsvorschlag A6 Kurvendiskussion: FOS13 MT 2016, All 1 und 2 - adaptiert

1

1.1

1.2

1.3

—-1)?
Betrachtet wird die Funktion f: x — =17 mit der Definitionsmenge Dy = R\ {-1; 3}.
(x+1)(x=3)

Nullstelle
Die Nullstelle der Funktion entspricht der Nullstelle des Zahlerterms. Fiir diese gilt:

fx) =0 <+= (x-12=0 <= x-1=0 <<= x=1

Die Funktion f(x) besitzt demnach bei x = 1 eine doppelte (da x—1 quadriert vorliegt) Nullstelle.

Verhalten an den Randern der Definitionsmenge

Die Rander der Definitionsmenge liegen bei +00, sowie bei =1 und 3. Da die Funktion ach-
sensymmetrisch zu x = 1 ist, stimmen die Grenzwertbetrachtungen fiir x — =1 und x — 3
sowie x — —o0o und x — +oo Uberein. Betrachtet wird zunachst der Grenzwert fiir x — -1 bzw.
X — 3:

x — 37: f(x) (identisches Ergebnis wie x — —17: f(x))

2 2 =
h+3-1) h* 4+ 4h + 4
= h—=0":f(h+3)= ( =
( ) (h+3+1)(h+3-3) (h+4)h
—_———
—0t
x — 37: f(x) (identisches Ergebnis wie x — —17: f(x))
—4
2 h? + 4h + 4
_ (h+3-1) +4h +
h—0:f(h+3)= = —
S h= 048 = s 1 3-3) - hran S
———
—0-
Weiterhin gilt:
-1)? 1x*-2x+1 1
X oo fx) = DT BE=xA L Le ng)

x+1)(x-3) DbE-2x-3 1

Gleichungen aller Asymptoten
Aus dem Verhalten fiir x — 3 und x — —1 resultieren zwei senkrechte Asymptoten mit den
Gleichungen x = =1 und x = 3. Aus dem Verhalten fiir x — 400 folgt zudem eine waagerechte

Asymptote mit der Gleichung y = 1.

Um das Monotonieverhalten zu ermitteln, wird zunachst mithilfe der Quotientenregel die erste
Ableitung bestimmt.

Ermitteln der ersten Ableitung

o (x=12 X -2x+1
() = (x+1)(x-3) x2-2x-3

(2lermn.de
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(x*=2x+1) - (x*=2x=3) = (x*=2x+ 1) - (x* =2x - 3)’

f'(x) = ] (Ansatz Quotientenregel)

(x2 = 2x —3)?
2xt=2) - (x2=2x=3) = (x* -2 1) - (2x1 =2
= (2 ) (x X(x23—) 2x(i 3y X+ 1) - (2 ) (Anwend. Quotientenregel)
2x—2) - (x2=2x—3) = (2x=2) - (x* = 2x + 1
_ (2x-2) - (x X( 23)2 ( X3)2 ) (-2 +1) ((2x —2) Ausklammern)
X2 —2x —
2x—2) - (x2=2x-3-x2+2x-1
_ (2x-2) (X( _ ); 33))2( +2x-1) (Zusammenfassen)
X2 —2x —
2x—2) - (—4
_ (():;_23(_(3)2) (Zusammenfassen)
= (2_8);—'—83)2 (Zur Kontrolle angegeben)
X2 —2x —

Monotonieverhalten
Die Nullstelle der ersten Ableitung entspricht einer moglichen Extremstelle und entspricht hier
der Nullstelle des Zahlerterms der ersten Ableitung:

ff(x) =0 <= -8+8=0 <+= x=1

Es wird nun eine Vorzeichentabelle betrachtet, um Aussagen liber das Monotonieverhalten treffen
zu konnen:

X x<-1 x=-1 -1<x<1l x=1 1<x<3 x=3 3<x Skizzen

f'(x)-Zahler: + + + 0 _ _ _ *%_X
—-8x + 8

f'(x)-Nenner: + 0 + + + 0 + wx

(x? - 2x — 3)? 3
f'(x) + n. def. + 0 - n. def. -
Gt ya n. def. Va HOP AWV n. def. AWV

Somit ist der Graph von f in den Intervallen |-oo; —1[ und |-1; 1] streng monoton steigend und
im Intervall [1; 3[ und |3; oo[ streng monoton fallend.

Fir die grafische Darstellung wird zunachst eine Wertetabelle erstellt. Dabei geniigt es die Werte
von —7 bis 1 zu bestimmen, da die Funktion symmetrisch zu x = 1 ist:

x | T -3 -2 -13 -0,8 -0,3 0 1
f(x) | 1,07 1,33 18 4,11 ~4,26 -0,73 -0,33 0

Damit kann die grafische Darstellung des Funktionsgraphen und der Asymptoten erfolgen:

(2lernde
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1.5  Um die Flache zu berechnen muss integriert werden. Dazu wird zunachst die Funktionsgleichung

umgeformt:
(x) = (x=1)>  x*=-2x4+1 x*-2x-3+4
C (x+1)(x-3)  x2-2x-3  x2-2x-3
B x2—-2x-3 (x+1)(x-3)

Fir den Bruch muss weiterhin eine Partialbruchzerlegung vorgenommen werden, damit integriert
werden kann:

4 A B A(x-3)+B(x+1) -3A+B+x(A+B)

cADGx-3) x+1 x-3  x1Dx-3)  (x+D(x-3)

Der Nennerterm ist im ersten Term und im vierten Term gleich. Demnach miissen auch die
Zihlerterme tbereinstimmen. Es wird ein Koeffizientenvergleich durchgefiihrt (Koeffizienten vor
x und ohne x miissen auf beiden Seiten der Gleichung iibereinstimmen):

() 4=-3A+B
() 0=A+B
Aus Zeile (1) ergibt sich A = —B. Eingesetzt in Zeile (1) folgt:
() 4=-3A+B
— 4=3B+B .4
<~ B=1

Es ist also A = -1 und B = 1. Damit gilt schlieBlich fiir die Funktionsgleichung:

4 1 1
fx)=14 = 1-
0 =14 =3 1 x-3
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In dieser Form kann schlieBlich der gesuchte Flacheninhalt mittels Integration bestimmt werden:
6 6
1 1
A= f(x)dx = 1- d
Z[ (x)dx = 4f< x-|—1+x—3> X
=[x~

—In|x+ 1] +In|x=3|]3

— 6= In(7) +1n(3) = 4+ In(5) — In(1) = 2 + In (1—75) ~ 2,762 [FE]

Begriindung der Umkehrbarkeit
Im Intervall |3; oo ist G¢ und damit auch G, streng monoton fallend. Somit existiert auch die
Umbkehrfunktion.

Term der Umkehrfunktion
Um den Term der Umkehrfunktion zu bestimmen, werden in g(x) x und y vertauscht, und es
wird wieder nach y umgeformt:

o (y-1p?
v+ 1(y-3)
2
— -2 - (2-2y-3)
— xy?—2xy—3x =y* -2y + 1 |- (y*-2y +1)
= 0=(x-1)y*+(2-2x)y-3x-1
~(2-2x) £,/(2-2x)2 =4 - (x—=1) - (-3x - 1)
A Yiz = 2 (x—1)
— y1.2:2x—2:|:\/4—8x—|—4x2—|—12x2—8x—4
' 2x =2
= yl.zzli—\/m
’ 2x =2
16(x? - x)
— Y1;2:1:|:W
Nﬂ
— Yipo=1& —7—
= Yip =1£2

Der Definitionsbereich von g(x) ist Dy = |3; co[. Demnach muss der Wertebereich der Um-
kehrfunktion W1 = ]3; oo| sein. Dies ist nur fiir eine der Lésungen (mit ,+") gegeben. Die
Gleichung der Umkehrfunktion lautet:

glx)=1+2

x—=1
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Definitionsmenge
Der Definitionsbereich der Umkehrfunktion entspricht dem Wertebereich von g(f). Dieser ist aus

den vorherigen Teilaufgaben bekannt, es gilt also D1 = ]1; oof.

Steigung
4

Um die Steigung bei x = 3 zu bestimmen, muss die erste Ableitung der Umkehrfunktion an

dieser Stelle bestimmt werden. Fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt:

G s

Mit den Teilergebnissen der letzen Teilaufgabe und g(x) = f(x) auf D, folgt:

(_1),<4> 1 1
) e (2) <1+2\/7) f(1+2v4)

11 (8°-2.5-32 122 9
f,(5) % 8(1 5) 8'(_4) 4

. . -1 4 . 9
Die Steigung des Graphen von g™ an der Stelle x = 3 betragt —.

Betrachtet wird weiterhin die Funktion k: x — arctan(f(x)) mit f aus Aufgabe 1 und Dy = Ds.

Verhalten der Funktionswerte fiir x — +o0o0 und x — 3
Um die Grenzwerte zu berechnen, werden die Ergebnisse der Grenzwerte von f(x) aus Teilaufgabe
1.2 verwendet:

x — £o00: k(x) = arctan(f(x)) —
—

—1
x — 37: k(x) = arctan(f(x)) — _T
nedl

x — 37 k(x) = arctan(f(x)) —

{

—00

Gleichung der Asymptote
T

Aus dem Verhalten von x — =00 resultiert eine waagrechte Asymptote mit der Gleichungy = 7.

GemaB der Kettenregel gilt fiir die erste Ableitung der Funktion:

P
K0 = TR

Der Nennerterm ist stets positiv, da f(x) quadriert wird. Damit stimmen die Vorzeichen von f'(x)
und k'(x) tberein, der Graph von k(x) weiBt das selbe Monotonieverhalten auf wie der Graph

(2lernde
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von f(x), ist also streng streng monoton steigend in den Intervallen ]-oco; —1[ und ]-1; 1] und
streng monoton fallend in den Intervallen [1; 3[ und ]3; oof.

zEm @ VORBEREITUNG AUF
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Aufgabe 7 - Kurvendiskussion: FOS13 MT 2018, All 1 - adaptiert
Themen: Definitionsmenge, Grenzwert, Monotonie, Extrempunkte, Wertemenge

1.0  Gegeben ist die Funktion g: x — mit der in R maximalen Definitionsmenge D.

1.1  Zeigen Sie, dass gilt: Dg[0,5; +00[, und ermitteln Sie das Verhalten von g(x) fir x — +o0.

1.2 Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle sowie Art und die Koordinaten aller Extrem-
punkte des Graphen von g. Bestimmen Sie auBerdem das Verhalten von g’(x) fir x — 0,5 und
geben Sie die Wertemenge der Funktion g an.

1-x
Teil bnis: g'(x) = ——— 10 BE
Teilergebrs: /) = ] 10 BE|

Die weiteren Aufgaben 1.3 - 1.4 sind nicht mehr relevant.

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Losungsvorschlag A7 Kurvendiskussion: FOS13 MT 2018, All 1 - adaptiert

1.0

1.1

1.2

Gegeben ist die Funktion g(x) = ¥2=! mit der in R maximalen Definitionsmenge Ds.

Definitionsbereich
Es miissen zwei Bedingungen fiir x erfillt sein. Zum Einen darf nie durch null geteilt werden,
weshalb x # 0 gelten muss. Zum Anderen darf der Term unter der Wurzel nicht negativ sein:

x-1>0  |+1

— 2x >1 |:2
<~ x>1
-2

Dies erfiillt auch die andere Bedingung. Somit ist Dy = [0,5; ool

Verhalten von g(x) fiir x — 400
Um den Grenzwert zu bestimmen ist es hilfreich den Funktionsterm wie folgt umzuformen:

V2x -1 2x -1
x — +00: g(x) = . =4/ X2 — 0 da NG>ZG
X X

Mit Quotienten- und Kettenregel wird zunachst die erste Ableitung der Funktion bestimmt:
Ermitteln der ersten Ableitung

glx) = —

g'(x) = (v2x-1)- Xx_zm ) (Ansatz Quotientenregel)
= 2\/;><7—1 2 XX; V2x-1:1 (Anwendung Quotientenregel)
= \/217‘1 _x;/m (Erweitern mit v2x—1)
= );;(22\/);;_11) (Zusammenfassen)
— x2\1/2_xx——1 (Zur Kontrolle angegeben)

Maximale Monotonieintervalle und Art und Koordinaten aller Extrempunkte

Wegen des Quadrates und der Wurzel im Nennerterm kann dieser nie negative Werte annehmen.
Demnach entspricht das Vorzeichen des Zahlerterms dem der ersten Ableitung. Es wird die
Nullstelle des Zahlerterms bestimmt:

(2lernde
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1-x=0 |+ x Skizze des
Zahlerterms

N

Méglichkeit 1: Mithilfe einer Skizze

Wie in nebenstehender Skizze gezeigt, handelt es sich beim Zahlerterm um L «
eine fallende Gerade. Diese hat positive Werte fiir x < 1 und negative fiir
x > 1. Unter Beriicksichtigung des Definitionsbereiches ist Gz demnach im
Intervall [0,5; 1] streng monoton steigend und im Intervall [1; oo streng
monoton fallend.

Moéglichkeit 2: Mithilfe einer Vorzeichentabelle

<= x=1

X x=0,5 0b<x<1 x=1 1<x
g'(x)-Zahler: 1—-x + + 0 -
g’(x)-Nenner: x?/2x — 1 0 + + +
g'(x) n. def. + 0 -
Gy TIP W HOP N

Demnach liegt bei x = 0,5 ein Tiefpunkt auf dem Rand und bei x = 1 ein Hochpunkt vor. Es
werden die jeweiligen Funktionswerte bestimmt:

V2:05-1 5(1) = v21-1_
05 -1

1
Es liegt also ein Randtiefpunkt mit den Koordinaten TIP (0,5|0) und ein Hochpunkt mit den
Koordinaten HOP (1 1) vor.

Verhalten von g'(x) fiir x — 0,5
Es wird eine Grenzwertbetrachtung durchgefiihrt:

g(0,5) =

x —0,57: g'(x) =

Wertebereich
Aus dem Monotonieverhalten, den Koordinaten der Extrempunkte und dem Grenzwertverhalten
von g(x) fiir x — 400 ergibt sich der Wertebereich zu W, = [0; 1].

ZEIT @
FOR
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Aufgabe 8 - Kurvendiskussion: FOS13 MT 2019, All 2
Themen: Grenzwert, Monotonie, Extrempunkte, Integral

2

1.0  Gegeben ist die Funktion h: x — arctan (X ) in der Definitionsmenge D, = R\ {0}.

X

1.1 Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte von h fiir x — 400 und fiir x — 0%,

1.2 Ermitteln Sie das Monotonierverhalten des Graphen von h.

2
[Mégliches Teilergebnis: h'(x) = ]

x2+1
1.3.0 Gegeben ist die Funktion H: x — [h(t)dt mit der Definitionsmenge Dy = R™.
1

1.3.1 Ermitteln Sie ohne Verwendung der integralfreien Darstellung von H(x) die Art und die Koordi-

naten des relativen Extrempunkts des Graphen von H.

1.3.2 Bestimmen Sie firr die Funktion H eine integralfreie Darstellung.

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Losungsvorschlag A8: Kurvendiskussion: FOS13 MT 2019, All 2

2

1.0 Gegeben ist die Funktion h(x) = arctan (X 5

> mit Definitionsmenge D, = R\ {0}.

X

1.1 Verhalten der Funktionswerte fiir x — +00 und x — 0"

xw}é

x — 00: h(x) = arctan (

2

- T

+:h g t = —-——

x — 07: h(x) arcan( x) 5

1.2 Ermitteln der ersten Ableitung
Mithilfe von Ketten- und Quotientenregel wird die erste Ableitung ermittelt.

x?-1
h(x) = arct
(x) = arc an( o >

, 1 x2-1)'
h'(x) = . (Ansatz Kettenregel)
1 x2-1)2 2x
1+ (5
1 2-1) - (2x) = (x*-1) - (2x)
= vl (x )" ( X()ZX)(2X ) () ] (Ansatz Quotientenregel)
1+ (5)
B 1 2x - 2x— (x> -1)-2 Anwend
TEaEE s (awendine)
1 4x% - 2x% + 2
= e X 4x); + (Zusammenfassen)
4x2
A% 2x% 42 .
T2t x -2+ 1 A (Kiirzen)
2x% +2 :
= i ad il (Ausklammern; binom. Formel)
2(x2+T1) )
= m (Kiirzen)
2
= — — (Zur Kontrolle angegeben)
X

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Monotonieverhalten

Fiir Zahler- und Nennerterm der ersten Ableitung gilt 2 > 0 und x> + 1 > 0 und damit auch
h’(x) > O fiir alle x € Dy,. Der Graph von h ist somit streng monoton steigend in ]-0o; 0[ und
10; ool.

1.3.0 Gegeben ist nun die Funktion H(x) = | h(t)dt mit Definitionsmenge Dy = R*.
1

1.3.1 Art und Koordinaten des relativen Extrempunkts
Fiir die erste Ableitung der Funktion H(x) gilt H'(x) = h(x). Damit kann die Nullstelle der ersten
Ableitung gesucht werden:

H'(x) =h(x) =0

2 _
arctan (X 1) =0
2x

—
x? -1
<= =0
2X
= x*-1=0 | +1
= x? =1 Na
e X1;2::|:1

Da allerdings —1 ¢ Dy ist, muss nur x = 1 betrachtet werden. Um iber die Art des mdglichen
Extrempunktes zu entscheiden wird der Wert der zweiten Ableitung an dieser Stelle untersucht.
Dabei ist H”(x) = h'(x). Eingesetzt gilt:

2 g:1>0 = TIP

H"(1) = h'(1) = 112

AuBerdem muss noch der Funktionswert an dieser Stelle bestimmt werden. Da fur x = 1 obere
und untere Integrationsgrenze gleich sind, gilt:

H(1) = flh(t)dt =0

Die Koordinaten des relativen Tiefpunkts lauten also TIP (1]0).

1.3.2 Integralfreie Darstellung der Funktion H
Fiir die Berechnung der integralfreien Form wird partiell integriert.
(Hinweis: Integral des Typs ,,Einser”; fiir die partielle Integration wird die Funktion mit 1 multipliziert)

H&)zzl\#/bigdtz[\L/Ejﬂﬁ—lli/-hKﬂdt

IEW,GI)
FOR
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= xhG) - (1 h(D) - [ o

) 241
=x-h(x) = In(x* + 1) - (~(In(1* + 1))

i ) CInG3 4+ 1) + In(2)

dt = x - h(x)= (1 0)=[In( + 1)

; xc—=1
et . n
X - arcta >

X

ZEIT @ VORBEREITUNG AUF é
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Aufgabe 9 - Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2014, Al 2
Themen: Grenzwert, Monotonie, Extrempunkte, Rotationsvolumen

1.0 Gegeben ist nun die Funktion g: x — 4 - {/x - e 2% mit der Definitionsmenge D, = R{.

1.1  Ermitteln Sie das Verhalten von g(x) fir x — +oc.

1.2 Bestimmen Sie das Monotonieverhalten und die Koordinaten der Extrempunkte des

Graphen von g.

1.3 Der Graph von g, die x — Achse und die Gerade mit der Gleichung x = 4 schlieBen eine Flache A
ein. Bei der Rotation der Flache A um die x — Achse entsteht ein Rotationskorper. Berechnen
Sie die MaBzahl des Volumeninhalts dieses Rotationskorpers.

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Losungsvorschlag A9 Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2014, Al 2

1.0 Gegeben ist nun die Funktion g: x > 4 - \/x - e 2% mit der Definitionsmenge D, = R{.

1.1 Es wird das Verhalten der Funktion im Unendlichen betrachtet.

—00
—

4. \/x
1
e2”
~—
— 00

x—)oo:g(x):4-\/§-e_%xz

— 0 (da e-Fkt. dominiert)

1.2 Es wird zunachst mithilfe von Produkt- und Kettenregel die erste Ableitung der Funktion
bestimmt.

Ermitteln der ersten Ableitung

g(x) =4-vx e
g'(x)=4- {(\/;()’ € VX - (e_%x)’} (Ansatz Produktregel)
1 1 ! 1y
=4. lz\/;( e 4 /X e (—2x) ] (Ansatz Kettenregel)
—4 1 -3x 14 \/_ -3x (—1> A d
=45 e X-e > (Anwendung)
2 1 1 1
= @ *=2\/x-e2% ((e72*) Ausklammern)
VX
= — (%) Ausklammern)
== . a———— —— sKlammern
VX =24/x X
2
= Z e (1-x) (Mit Dgr = ]0; o)

Monotonieverhalten und Koordinaten der Extrempunkte

_1
Da sowohl die Wurzel im Nennerterm des Bruchs, als auch e 2% fiir x € Dy positive Werte
annehmen, hangt das Vorzeichen der ersten Ableitung vom Ausdruck in der Klammer ab. Dabei
handelt es sich um den Term einer linearen Funktion (siehe Skizze):

Skizze

gx)>0 <= (1-x)>0 <= 0<x<l1 1
gx) <0 <= (1-x)<0 <= 1<x
Somit ist der Graph G im Intervall [0; 1] streng monoton steigend und in [1; co[ streng monoton
fallend.

Aus dem Monotonieverhalten folgt, dass ein Maximum bei x = 1 liegt. Gleichzeitig liegt ein
Randminimum am linken Rand des Definitionsbereichs bei x = 0. Fir die Funktionswerte an

(2lernde
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diesen Stellen gilt:

1 1 4

— . . _5.1: e 2 = —

g(1)=4-V1-e 4.e NG
g(o):4.\/6.e_%0:0

Damit ergeben sich die Koordinaten der Extrempunkte zu TIP(0|0) und HOP ( 1 ig )

1.3 Um das Volumen des Rotationskorpers zu berechnen wird folgende Formel verwendet. Um das
Integral zu I6sen wird dabei partiell integriert.
(Hinweis: Integral des Typs ,, Abrdumer”; durch mehrmaliges partielles Integrieren verschwindet im
Integral das Polynom als Faktor)

V=m- f(g(x))zdx =7- f (4 : ﬁ-e_%x)zdx =T -f16x -e¥dx = 167 - fx - e Xdx
0 0 0 0

- 167 ([x (e | (—e-X>dx) = 16m- (- (-~ [e5)

=167 - (—4e4' +0-e°- (e”’ - e_o)) =16n- (—4e*-e* +1)
= 161 - (1-5¢*) [VE] ~ 45,66 [VE]

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Aufgabe 10 - Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2016, All 3
Themen: Extrempunkte, Graphische Darstellung, Rotationsvolumen

1.0 Gegeben ist nun die Funktion h: x — 5x - e mit D, = ]-oo; 0].

1.1 Bestimmen Sie die Art und die Koordinaten der Extrempunkte des Graphen von h. Zeichnen Sie

den Graphen fir -3 <x <0 (1LE =2cm).
1.2 Bei der Rotation des Graphen von h um die x-Achse entsteht ein unendlich ausgedehnter

Drehkorper.

Berechnen Sie die MaBzahl seines Volumens. 7 BE

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Losungsvorschlag A10 Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2016, All 3

1.0

1.1

Gegeben ist die Funktion h: x — 5x - € mit Dy, = ]-o0; 0].

Ermitteln der ersten Ableitung
Mithilfe der Produktregel wird die erste Ableitung der Funktion berechnet:

h(x) = 5x - e**
h'(x) = {(SX)/ - e™ 4+ 5x - (e2x)'} (Ansatz Produktregel)
=5.e* +5x-e>.2 (Anwendung und (5¢*) Ausklammern)

= 5> - (1 + 2x)

Art und Koordinaten der Extrempunkte
Die Nullstellen der ersten Ableitung entsprechen moglichen Extremstellen der Funktion. Da die
Exponentialfunktion nie Null wird, gilt:

h'(x)=0 <+<= 1+2x=0 < x=-3

Da der Exponentialterm stets positiv ist, entspricht das Vorzeichen der Ableitung dem Vorzeichen
des Terms (1 —2x). Dabei handelt es sich um eine lineare Funktion (siehe Skizze), sodass gilt:

Skizze

1
X<—3 &= h'(x) <0

1
X>-3 &= h'(x) >0

Unter Beachtung des Definitionsbereichs ist der Graph von h(x) somit streng monoton fallend im

Intervall }—oo; —%] und streng monoton wachsend im Intervall {—%; O}. Damit liegt bei x = —%

ein Minimum vor. Da die Funktion in {—%; O} wachsend ist, liegt auBerdem ein Randmaximum
bei x = 0 vor. Durch Einsetzen werden die zugehdrigen Funktionswerte bestimmt:

1 B 1 2_(_;)__5 _1__3
h<2>_5(2>e2_2e_2e
f(0)=5-0-¢*"=0

Es liegt ein lokales Minimum TIP ( - % ‘ - %) und ein Randmaximum HOP (0| 0) auf dem Rand

vor.

Graphische Darstellung
Zum Zeichnen wird zunachst eine Wertetabelle aufgestellt:

x | -3 -2 -1,5 -1 -0,5 0
h(x) | -0,04 0,18 0,37 -0,68 0,92 0

Grafische Darstellung:

(2lernde
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1.2 Fir das Rotationsvolumen gilt:

0 0
k—-oco:V=m- I(h(x))zdx =25-7- sz - e*"dx
k k

Das Integral wird dabei zunachst unbestimmt gelost. Dazu wird partiell integriert.

(Hinwesis: Integral des Typs ,, Abrdumer”; durch mehrmaliges partielles Integrieren verschwindet im
Integral das Polynom als Faktor)

u = x> u’ = 2x
1

V, M e4x v = _e4x
4

Eingesetzt gilt fur das Integral:

1 1 1 1
IXZ ce¥dx = Ze4x o f Ze4x - 2xdx = Ze4x N 5 e™ . xdx

Erneut wird partiell integriert:

u=x u' =1
1
Vl - e4x v = _e4x
4
Fir das Integral folgt:
1
fxz-e4xdx— e¥ xz—ife"'x-xdx
1 1/1 1
— _e4x X2_§ (Ze4x.x_ZJ‘e4de>
_ 1 4x 2 1 4x 1 1 4x
= —e X 8e X + 8 4e
1 4 ) 1 1
~ ¢ ( 273

ZEIT @
FUR
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Damit kann der Wert des Rotationsvolumen bestimmt werden.

1 1 1\1°
k—>-00:V=25-1- x2-e4'xdx:25-7t-[—e‘b‘-(xz——x—l——)]
K

f
% 4 2 8
B 1, 1 1, /[, 1 1)
=25 & (o o+8> <4e (k Skt 5
=1 ~N o — e —
—0 —00
—0, da e-Fkt. dom.
1 25
251 — = —x[VE
72555 =5 IVE

zEm @ VORBEREITUNG AUF
BILDUNG! | PAS ABL 2024 lern.de



Slemnverag

Aufgabe 11 - Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2017, All 2
Themen: Nullstelle, Grenzwert, Rotationsvolumen

1.0  Gegeben ist weiter die Funktion h: x — mit der Definitionsmenge D, = Ry .

X2 +
1.1  Ermitteln Sie die Nullstelle von h und das Verhalten von h(x) fiir x — +o0.

1.2 Der Graph von h, die x-Achse und die Gerade mit der Gleichung x = 3 schlieBen eine Flache A
ein. Bei der Rotation der Flache A um die x-Achse entsteht ein Rotationskorper. Berechnen Sie
die MaBzahl des Volumens des Rotationskorpers.

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Losungsvorschlag A1l Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2017, All 2
AV

N mit Definitionsmenge D, = Ry .

1.0 Gegeben ist die Funktion h(x) =

1.1 Nullstelle
Die Nullstelle der Funktion stimmt mit der Nullstelle des Zahlerterms lberein, die direkt zu
x =0 abgelesen werden kann, da V0 =0.

Verhalten fiir x — +oc0

—00
=

4k

X — 0! h(X) = )(2—_1_3 —0 (da NG>ZG)
N

— 00

1.2 Die Integrationsgrenzen ergeben sich aus der Nullstelle bei x = 0 und der gegebenen Gerade bei
x = 3. Fir das Rotationsvolumen gilt dann:

2 2 16x 2 X

V=n|(h(x)’dx =7 | —5——dx =161 | ———dx
a[ ! (x* +3)? Of (x> +3)
Zur Losung des Integrals wird folgende Substitution verwendet:

z=x>+3 — %=2X <= dx:%
dx 2x

Das Integral wird nun zunachst unbestimmt gelost:
X xdz 1,1 1 1 1 1
I(x2+3)2x fz22x 2fz22 2 (z>+ 2" 2(x2+3)+

Die Integrationskonstante entfallt beim bestimmten Integrieren, sodass fiir das Volumen weiter
gilt:

3
X
V = 167[! mdx = 16T

— —8n- <—%> = 21 [VE]

s, s as) )
2(x2+3)], 3243 0243/ 12 3
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ZEIT :
= @ VORBEREITUNG AUF A
A

lern.de



) lern

www.lern-verag.de

Aufgabe 12 - Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2019, All 1 - adaptiert
Themen: Definitionsmenge (Parameter), Schnittpunkt (Parameter), Symmetrie, Asymptoten, Monotonie,
Graphische Darstellung, Umkehrfunktion, Rotationsvolumen

X

1.0  Gegeben ist die Funktion f,: x — 1- €
eX

mit a € R\{0} und der maximalen Definitionsmenge
D¢, € R. Der Graph von f, wird mit G¢, bezeichnet.

1.1 Ermitteln Sie jeweils in Abhangigkeit von a die maximale Definitionsmenge Dy, und die Koordi-
naten des Schnittpunkts des Graphen von f, mit der y-Achse, sofern vorhanden.

Fir die folgenden Teilaufgaben gilt: a = —1.

1.2 Stellen Sie f_;(x) durch einen einzigen Bruchterm dar und zeigen Sie, dass der Graph von f_;

punktsymetrisch zum Koordinatenursprung ist.
1.3 Ermitteln Sie die Gleichungen der waagrechten Asymptoten des Graphen von f_;.

1.4 Ermitteln Sie das Monotonieverhalten des Graphen von f_;.

2-e*
[Mogliches Teilergebnis: f'_;(x) = (ex—el)2]

1.5  Zeichnen Sie den Graphen von f_; fiir =3 < x < 3 unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse
in ein kartetisches Koordinatensystem (1 LE = 1cm). Planen Sie in y-Richtung etwa -4 <y < 4

ein.

1.6.0 Die Funktion f_; ist umkehrbar (Nachweis nicht erforderlich).

1.6.1 Bestimmen Sie einen Funktionsterm der Umkehrfunktion von f_;. Geben Sie auch die Definiti-

onsmenge der Umkehrfunktion von f_; an.

1.6.2 Der Punkt Q(2]?) liegt auf dem Graphen der Umkehrfunktion von f_;. Berechnen Sie die
Steigung der Tangente im Punkt Q an den Graphen der Umkehrfunktion von f_;.

1.7 Der Graph von f_; schlieBt mit der x-Achse und den senkrechten Geraden bei x = In(2) und
x = In(15) eine endliche Flache ein. Rotiert diese Flache um die x-Achse, so entsteht ein
rotationssymetrischer Korper.

2eX 2 4>
Zeigen Sie zunachst, dass gilt: (1— € 1) =1+ ( € 1y Berechnen Sie anschlieBend die
eX —_ eX —_

MaBzahl der Volumens des rotationsymmetrischen Korpers.

(2lermn.de
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Losungsvorschlag A12 Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2019, All 1 - adaptiert

1.0

1.1

1.2

X

2
Gegeben ist die Funktion f,(x) = 1—- ¢
e +a

mit a € R\ {0}.

Definitionsmenge

Die Definitionsmenge wird eingeschrankt, da nicht durch null geteilt werden darf. Es werden nun
zwei Falle unterschieden:

Fall1: a > 0
In diesem gilt fiir e* 4 a > 0. Somit kann nie durch nie dividiert werden und die Definitionsmenge
in diesem Fall lautet D¢, = R.

Fall 2: a < 0
In diesem Fall muss speziell die Bedingung € + a # 0 gefordert werden:

e“+a#0 |—a
= e #-a [In(")
= x # In(-a)

In diesem Fall lautet die Definitionsmenge also D¢, = R\ {In(-a)}.

Schnittpunkt mit der y-Achse
Um diesen zu bestimmen wird x = 0 in die Funktionsgleichung eingesetzt. GemaRB der eben

bestimmten Definitionsmenge muss dabei bereits jetzt der Fall a = —1 ausgeschlossen werden,
da in diesem Fall x = 0 = In(—(-1)) ¢ D¢, ist. Fiir alle Falle a # -1 gilt also:

2.¢d 2-1 2
f(0)=1- " —1- —1-
(0) el + a3 1+a 1+a

Fir a # -1 lauten die Koordinaten des Schnittpunkts mit der y-Achse also ( 01— l—ia )

Darstellung durch einen einzigen Bruchterm
Der Gegebene Term wird erweitert und zusammengefasst:

2e* -1 2 e-1-2¢¢ -1-¢ (AJ(1+e) 1+¢
f_]_(X):].— X _ ~ X_1 ex— - X _ :_ x — eX - — aX
-1 e-1 e-1 e -1 1+e<  (AA)(1-e) 1-e

Nachweis der Punktsymmetrie
Wenn Punktsymmetrie zum Koordinatenursprung vorliegen soll, muss die Bedingung f_;(—x) =
—f_1(x) erfillt sein.

1+e* B 1+e>* & B

B e g+1 14 1+e
S l-er l-ex e e -1 (-1)(1-e)  1-e

fo1(—x) =—-f_1(x) q.ed.

(2lermn.de
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Gleichungen der waagrechten Asymptoten
Um die Gleichungen zu bestimmen wird das Verhalten der Funktionswerte fiir x — +oo
betrachtet.

—0

1 1
+ €
x = —00: f1(x) = — > - =1
1-e 1
—0

Somit liegt eine waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = 1 vor. Aufgrund der Punktsymme-

trie zum Koordinatenursprung existiert eine weitere Asymptote mit der Gleichung y = 1.

Ermitteln der ersten Ableitung
Mithilfe der Quotientenregel wird die erste Ableitung der Funktion bestimmt:

14 ¢
f_l(X) = 1_ o
1 XY . (1=eX)=(1 x). (1 =eX)
f.(x) = (L+e) ?1)_ ef();—e )-(1-¢) (Ansatz Quotientenregel)
X, 1_ X\ _ 1 XY . (—eX
_ ¢ (1-e ()1 ( —)Ze )- (=€) (Anwendung)
_eX
X _ A2x X 2x
=S e(l + e)2+ © (Zusammenfassen)
_eX
2e*
= m (Zur Kontrolle angegeben)

Monotonieverhalten

Weil die Exponentialfunktion stets positive Werte annimmt, gilt flir den Zahlerterm stets
2e* > 0. Auch der Nennerterm ist aufgrund des Quadrates und unter Beriicksichtigung des
Definitionsbereichs stets positiv.

Somit ist fiir alle x € Dy, die Bedingung f’;(x) > 0 erfiillt. Der Graph G¢, ist damit streng
monoton steigend in ]-oo; 0] und ]0; ool.

Graphische Darstellung
Die Zeichnung soll folgende Elemente enthalten: Fiir die graphische Darstellung wird eine
Wertetabelle als Hilfestellung erstellt:

X \ -3 -2 -1 05 05 1 2 3

f_1(x) ‘ 1,10 1,31 2,16 4,08 4,08 -2,16 -1,31 -1,10

Mithilfe dieser Werte kann nun die grafische Darstellung erfolgen:

(2lernde
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1.6.1 Term der Umkehrfunktion
Um diesen zu bestimmen werden im Term von f_; x und y vertauscht und wieder nach y

umgeformt:
1+¢¥
- (1-¢
= (1-¢)
= x—xe¥ =1+¢ | + xe’
= x =1+¢ +xe |-1
= xed +e =x-1
= e'(x+1)=x-1 | (x+1)
x—1
— Y = I
© X +1 [n()
— =In (X_ L )
Y= x+1
: . -1 x—1
Der Funktionsterm der Umkehrfunktion lautet fZ;(x) = In ( n LZ
X

Definitionsmenge

Die Definitionsmenge der Umkehrfunktion entspricht der Wertemenge der urspriinglichen Funktion.
Diese ergibt sich aus den Ergebnissen der letzten Teilaufgaben aus der Monotonie und den
Gleichungen der Asymptoten. Es gilt D = W, = R \ [-1; 1].

1.6.2 Steigung der Tangente
Zunichst werden die Koordinaten des Punktes Q durch Einsetzen in den Funktionsterm von 7]

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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bestimmt:

£1(2) = In (22;—11> —In (%)

Um die Steigung der Tangente an dieser Stelle zu bestimmen verwendet man die ermittelte
y-Koordinate von Q sowie die erste Ableitung der Funktion f_;(x):

1 1 1 1-12 ¢ 2
(@) = e = ——r = 2 =57 g 2
f,(In(3)) 2(-1)e"3)  _ 23 2z < 3

3 __(e'“(ii)—1)2 3-1)2 3 3

oo no

Die Steigung der Tangente an den Graphen der Umkehrfunktion von f_; im Punkt Q ist

1.7 Nachweis der gegebenen Gleichung
Zunachst wird gezeigt, dass die gegebene Gleichung korrekt ist:

2¢e* e~ 4e 4e(e*—1) 4e
o2
e -1 -1 (ex-1)2 (ex-1)2  (ex-1)?
14 —4e? + 4e* N 4e> 1t —4e® 4 4eX + 4e*
B o R e 1
14 4e* ¢
= -1 oo

Losen des Integrals
Das Rotationsvolumen berechnet sich dann gemaB folgender Gleichung:

In(15)
V=r- j (f_1(x))?dx
In(2)

Zunachst wird das Integral einzeln und unbestimmt gelést. Dafiir wird die Gleichheit der beiden
Terme ausgenutzt die im ersten Teil der Teilaufgabe gezeigt wurde:

[(Ea60yde = | (1 - efixl>2dx - (1 + (64_%)2> dx=x+ [ ﬁdx

Die Losung des Integrals erfolgt mithilfe einer Substitution:

« dz dz
z=e¢e = — ==z <<= dx=—
dx z
Eingesetzt in das Integral:
4z dz 4 4
2 — _— — _— e —_——
j(f_l(x)) dx—x—l—f(z_l)2 . I(z—l)zdz X Z_1+C

ZEIT @
FOR
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= X —

+ C  (ricksubstituiert)

ex—1

Berechnen der MaBzahl des Volumens
Damit kann nun das Volumen berechnet werden:

In(15) |n(15)
4
V=r [ (fa0)Pdx=1. [x—
In(2)

4 4
7 (In(15) - Sy~ (02~ 7))

- (In(15) - % - <|n(2) - ;—1)) —x. (In(15— % Cin(2) + 4) . (? +1n (12—5))
180[VE]

ex — 1} In(2)

Q

zEm @ VORBEREITUNG AUF
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Aufgabe 13 - Rotation um die x-Achse: FOS13 MT 2012, All 2

1 Rotiert die nebenstehende schraffierte Flache um die x-Achse,
so entsteht ein Rotationskérper. Nach oben bzw. nach unten
/98 + x

7—X

wird der Querschnitt durch die Funktioneny = + und

2
nach innen durch y = :|:§ - V4 — x? begrenzt.

Berechnen Sie die VolumenmaBzahl des rotationssymmetrischen
Korpers auf eine Nachkommastelle genau.

zeIm @ VORBEREITUNG AUF é
lern.de
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Losungsvorschlag A13 Rotation um die x-Achse: FOS13 MT 2012, All 2

1 Hier muss zunachst das Volumen der auBeren Begrenzungsflache berechnet werden und von
dieser dann das Innere abgezogen werden. Wendet man die entsprechende Volumenformel an, so
gilt:

4 2 2 2
V98 2
ng:VA_VP:RI< +X)dx—nf(¢4—ﬂ>dx
3 7—x 3 3
Zur Berechnung werden die beiden Integrale berechnet.

Fir die Losung des ersten Teilintegrals wird folgende Substitution verwendet:

dx
z=7-X <— X=7-2 <— d—:—l <—> dx = —dz
z

Dann kann das erste Integral zunachst unbestimmt gelost werden:
2
J V98 + x dX:J98+XdX:f 98 n X dx
7-x (7—x)2 (7T+x)? (74 x)?
98 7 105 1
st R L N e e s R

105 105
—+| |z |+C_—+In|7 x|+ C

Eingesetzt in die Formel des Rotationsvolumens kann damit bereits Vo ermittelt werden. Die
Integrationskonstante entfallt, da nun bestimmt integriert wird:

4
1 4
nf( 98+X> x—n[TOS—{—InW x\]

2105+|n7 4) - <71050+In(7 0))>

— 7(35 + In(3) = 15— In(7)) = (zo +in (3)) VE]

Fir das zweite Teilintegral und damit fir V, gilt:

0 0 9

4 1 ] 4 8
_ 4-2—23—<4-0—0ﬁ>:: (8—
9“( 3 3 9" \°73

Damit ergibt sich das gesuchte Gesamtvolumen wie folgt.

3\ 64 476 3
Voo =Va-Vi=n (20410 (2)) - Zn=n (22 yin(2)) ~ 52,7 |VE]
ges = VAT VI n( 0+’n<7>) 7" n<27 + ”(7)) 527 |VE]

V, = nf <§m>2dx = nf ﬂ(4—x2)dx = gﬁf@—xz)dx — in {4x— 1x3]:
)

(2lernde
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Aufgabe 14 - Rotation um die x-Achse: FOS13 MT 2015, Al 3

1 Fir eine Zaunkonstruktion werden fiir die Standsaulen y

Kronenabschliisse benétigt. 4 !

Ein Teil des Graphen der Funktion k mit k(x) = x — e2>10 31 :

bildet die obere Kontur einer solchen zwiebelférmigen Sau- 2 |

lenkrénung, die durch Rotation des Graphen von k um die 1 E

positive x—Achse entsteht (siehe nebenstehende Graphik). X

Berechnen Sie die MaBzahl des Volumens des Rotations- 01 2 3 4 5

korpers, wenn seine Hohe 5 LE betragt. Runden Sie das 11 |

Ergebnis auf eine Nachkommastelle. -2 1 E
-3+ :
4 -~ [7BE

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Losungsvorschlag A14 Rotation um die x-Achse: FOS13 MT 2015, Al 3

1 Das Rotationsvolumen berechnet sich gemaB folgender Formel:

5 5 5
V=n j(k(x))2dx =n j(—e2x-1° +x)2dx =7 f(e‘*x-20 — 2xe>710 4 x?)dx
0 0 0

Dieser Ausdruck kann summandenweise integriert werden. Das Integral des zweiten Summanden
2x-e>710 ist jedoch nicht sofort |6sbar und wird daher gesondert gelost, wobei partielle Integration
verwendet wird:

1 1
J 2@ Mdx = 2x - 270 [ 2. - Mdx

1
=x- @021 C CER

Dies kann oben eingesetzt und weiter gel6st werden (die Konstante C entfallt dabei, da bestimmt
integriert wird):

5
V — nf(e4x_20 — 2xe> 710 4 x)dx

20 _ 210 1 Q210 | 1x3]5
2 3 o

1 1 1 1
t0_go0, *to0, *t 3 (1t 2 _ 10, * 10, "+
e —be’ + e—|-35 <4e 0-e -|-2e —|-3 0))

~ 117,5[VE]

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Aufgabe 15 - Rotation um die x-Achse: FOS13 MT 2015, All 2 - adaptiert

1.0  Die Mantelflache eines drehsymmetrischen Glaskelchs ent- y
steht durch Rotation des Graphen der Funktion k mit 37
k(x) = (x=2) - €, Dy = [4; 1], um die x-Achse. Der 2
Graph von k sowie sein Spiegelbild sind nebenstehender o
Skizze zu entnehmen. Der Kelch wird anschlieBend bei : : R
x = —4 senkrecht verschlossen, aufgestellt und mit einem -5 -4 -3 -1 1
Stander versehen. Bei allen Rechnungen soll die Wand- NI
starke des Kelchs vernachlassigt werden. Runden Sie alle -2 N
Ergebnisse auf eine Nachkommastelle. =371
1.1  Berechnen Sie die MaBzahl des Volumens des Kelchs. 7 BE

Die weitere Aufgabe 1.2 ist nicht mehr relevant.

ZEIT :
= @ VORBEREITUNG AUF A
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Losungsvorschlag A15 Rotation um die x-Achse: FOS13 MT 2015, All 2 - adaptiert

1.1  Das Rotationsvolumen ergibt sich nach folgender Formel. Zur Loésungsfindung wird partiell
integriert.
(Hinweis: Integral des Typs ,, Abrdumer”; durch mehrmaliges partielles Integrieren verschwindet im
Integral das Polynom als Faktor)

V=m- j(k(x))
=T _j:(x 2)? - e*dx
- (:(x— 2)2 . %&x] ; . j 2(x—2) 2e2de>
e Sl 3o )
1

—4

=T (x—2)2-—e2’(—(x—2)-lezx-l-lezx]1
2 2 4

T ((1 2)2. L 1—(1—2)-—e2'1+1e2'1—
2 2 4
1 1
(<4-2). 2(4) 4_0). ce2(4) z~(4)>)
(4-2) (4-2) S +4e
1 1, 1 1_ 1
T <2e2—(—1)§e2+l—1e2—<36 5 - (-6) - —e'8+4e ))

5
- ( e’ — 85 e’s)
4 4

29,0 [VE]

~
~

ZEIT @ VORBEREITUNG AUF
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Aufgabe 16 - Rotation um die x-Achse: FOS13 MT 2018, Al 3

1 Gegeben ist die Funktion k: x + 4,/x - €795 A
mit der Definitionsmenge Dy, = RJ. Ein Aus- y o
L . R ~ L
schnitt ihres Graphen Gy ist in der nebenste- 2 / G
henden Abbildung zu sehen. Bei der Rotation ™ =
des Graphen von k um die x-Achse entsteht 1 ~_
ein unendlich ausgedehnter Drehkorper. Be-
rechnen Sie die MaBzahl seines Volumens. 0 >
1 2 3 4 5 X

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Losungsvorschlag A16 Rotation um die x-Achse: FOS13 MT 2018, Al 3
1 Das Rotationsvolumen berechnet sich nach allgemeiner Formel wie folgt. Das Integral wird

dabei zunachst mittels partieller Integration gelost und spater die Grenzwertbetrachtung b — oo
durchgefiihrt.

V(b) = [ (k(x))%dx = [16-x - e™dx =16 ([x e (- | —e-de)

=16- ([—xe'x]g + Ie‘xdx) =16- (—be‘b -0+ [—e‘x]lg)
=16- (—be‘b —eP - (—eo)) =16- <—be‘b —e® 4 1)

Nun kann die Grenzwertbetrachtung durchgefiihrt werden:

b—oo:V(b)=m- fb(k(x)fdx = 167 - ( i‘ij —£j+1> — 167 [VE]

—0, da e-Fkt. dom. —0

iﬁg @ VORBEREITUNG AUF é
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Aufgabe 17 - Rotation um die y-Achse: FOS13 MT 2017, Al 3

1 Fir die maschinelle Herstellung von Pralinen wird eine Af
Gussform gebaut. Die Gussform entsteht als rotations- (x)
symmetrischer Korper, der durch Rotation des Graphen 34+

3x—v10-x2
der Funktion f: x — ¥, x € [1;4/10] um
X 2+

die y-Achse entsteht, wobei x in cm gemessen wird. Auf
eine Mitfiihrung der Einheiten wird verzichtet.

Berechnen Sie das Volumen V(b) einer Praline, wenn 1T

die Gussform von den Geraden mit den Gleichungen »
y = 0 und y = b begrenzt wird, sowie V(3) auf zwei ! : : >
Nachkommastellen genau. 0 1 2 3

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Losungsvorschlag A17 Rotation um die y-Achse: FOS13 MT 2017, Al 3

1 Ermitteln der Umkehrfunktion
Die Form entsteht durch Rotation des Graphen f(x) um die y-Achse. Da Rotationsvolumen aber
von Korpern bestimmt werden, die um die x-Achse rotieren, wird zunachst die Umkehrfunktion
f'l(x) ermittelt, indem in der gegebenen Funktionsgleichung y und x getauscht werden und
wieder nach y umgeformt wird. Dabei geniigt es hier die Gleichung nach y? aufzulésen, da dies
der Ausdruck ist, der fiir die Berechnung des Rotationsvolumens bendtigt wird:

3y—v10-y?
X= """

|-y
y

— xy = 3y — /10— y? | -3y
— y(x—3) =-/10-y2 2
= y*(x-3)* =10-y | +y°
= y?(x=3)*+y*=10
— y2((x=3)*+1)=10 |1 ((x=3)2+1)
. a1

(x=3)2+1

Ermitteln der Volumens V(b)
Die Integrationsgrenzen ergeben sich entsprechend zu x = 0 und x = b. Das Integral wird
zunachst unbestimmt mithilfe der Substitution z = x — 3 mit dz = dx geldst:

1 1
f(f‘l)zdx = I ()(_3)02de = 10f " 1dz = 10arctan(z) + C = 10arctan(x - 3) + C

Es ist C € R. Damit kann das Volumen einer Praline bestimmt werden:

b b

V(b) = th(f‘l)%lx = ch (X_;)Ozﬂdx — 10m [arctan(x - 3)];
= 10m(arctan(b — 3) — arctan(-3)) [VE]

Berechnen des Wertes V(3)
Fir b = 3 ergibt sich zudem folgendes Volumen:

V(3) = 10m(arctan(3 - 3) — arctan(-3)) = 10m(arctan(0) — arctan(-3))
= 10marctan(3) ~ 39,24 [VE

(2lernde
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Aufgabe 18 - Rotation um die y-Achse: FOS13 MT 2018, All 2

1 Fir eine Lampe wird eine parabelformig begrenzte Abdeckung aus

Acrylglas benétigt (Dichte von Acrylglas: p = 1,18(fi3 .
m
Das Musterstiick entsteht als Rotationskorper des in der neben-

stehenden Abbildung dargestellten Flachenstiicks, das von den

1
Graphen der beiden Funktionen p; und p, mit p;(x) = —§x2 + 7

2
und p,(x) = —?x2 + 6 fir 0 <x < +/21 im |. Quadranten begrenzt
wird, bei der Rotation um die y-Achse. Eine Langeneinheit betragt 1 cm.

Ermitteln Sie die Masse der Abdeckung. 7 BE

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Losungsvorschlag A18 Rotation um die y-Achse: FOS13 MT 2018, All 2

1 Bestimmen der Umkehrfunktionen
Da eine Rotation um die y-Achse betrachtet wird, miissen zunachst die Terme der Umkehrfunk-
tionen der beiden Parabeln gefunden werden, indem man jeweils nach x umformt:

py(x) = —;x2 +7 pa(x) = —§X2 +6
= y:—:l))x2+7 | -7 = y:—§x2+6 |- 6
—  y-7= -;x2 |- (=3) — y-6= —§x2 - (=3.5)
= x? =-3(y-7) I/ — x* = -3,5(y - 6) V2
o s .
— ) = 3(7-x) = 5 =1356-%

Da die Umkehrfunktion fiir positive Werte gesucht ist, entfallt jeweils die Losung mit negativem
Vorzeichen.

Berechnen des Rotationsvolumens
Aus der Differenz kann nun das Rotationsvolumen bestimmt werden. Die jeweiligen Integrations-
grenzen sind dabei an der y-Achse abzulesen:

V=m- j(p{1)2dx -7 f(p§1)2dx =x (f 3(7 —x)dx — f 3,5(6 - x)dx)

0
=n ([21x—1,5x2}2— [21x - 1,75¢’] ) =m(21-7-15-72-0-(21-6-1,75-6-0))

10,57 [cm?]

Ermitteln der Masse der Abdeckung
Aus dem Volumen und der Dichte kann schlieBlich die Masse der Abdeckung ermittelt werden:

p=y = m:p-V:1,18(:%-10,5ncm3z38,92g

Aufgabe 19 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2014, Al 3

1 Bestimmen Sie fiir x > 1 die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
x-In(x) -y +y = In(x)
mit der Methode der Variation der Konstanten.

Losungsvorschlag A19 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2014, Al 3

1 Gegeben ist die inhomogene DGL: x - In(x) - y' +y = In(x) mit x > 1.

(2lermn.de
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Zunachst wird die Gleichung in die Grundform umgestellt:
x-In(x) -y +y=In(x) | : (x-In(x)) [#0]
: y 1
— y + =

x-In(x) ~ x

Entsprechend lautet die Gleichung der homogenen DGL:

!/
y +x-|n(x)y_

Mittels Trennung der Variablen wird nun zunachst die Losung der homogenen DGL bestimmt:

"+ =0 |- !
Y In(x)y B X - In(x)y
— d_y [ 1 | .
dx  x- In(x)y Y
1dy 1
= ydx  x-In(x) |- dx
— dy = . dx
y X - In(x)
= f —dy = - fx In(x)d
1
— j —dy = f in(x
= Inly| =- In(In(x)) +C | exp( )
— ly| = e~ In(in(x)) -eC
— ly| = e~ In(n()) .
1

Dabei sind C,C € R. Da die Integrationskonstante C im Vorzeichen variabel wahlbar ist, kdnnen
die Betragsstriche von |y| im Folgenden vernachlassigt werden:

Mithilfe der Variation der Konstanten wird nun eine spezielle Losung ermittelt.

Ansatz: y = C(x) - In( ]
1 -1 1 1 1

inG) T g x = ) ey T G

= =0

VORBEREITUNG AUF
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Die ermittelten Ausdriicke fiir y und y’ kénnen nun in die umgeformte Grundform der inhomogenen
DGL eingesetzt werden:

1 1 1 1 1
C(x) —— —=C(x) —————— 4+ C(x) -
) 60 =0 g T
Im Folgenden wird dieser Ausdruck zunachst vereinfacht und weiter umgeformt. Das Integral
wird mithilfe der Substitution q = In(x) und dx = x - dq gelost.

n(x) x-In(x) T x

) o = % [ In(x)
= C'(x) = '")((X)
— Cx) = [ '")((X) dx (Substituieren)
= C(x) = jqdq
— C(x) = q; +D (Riicksubstituieren)
= C(x) = %(In(x))z +D (Wahle D = 0)
= C) = 5(n()?
- to = 50000
— ﬁ:%m@

Damit ergibt sich die allgemeine Losung:

y:yh+ys

1 1 .
—Cm+§|n(x) mItCER

ZEIT @
FUR
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Aufgabe 20 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2015, Al 4

1 Gegeben ist die separierbare Differenzialgleichung
2

v 0e-1) = (x-3) Y

Bestimmen Sie die Losung der Differenzialgleichung, deren Graph durch den Punkt P (2 ’ \/7)

verlauft.

Losungsvorschlag A20 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2015, Al 4

mit x > 1 und y > 0.

2 Zunachst wird die Differentialgleichung umgeformt um die Variablen zu trennen:
242
V-1 =(x-3) 05 -
2y
dy x-3 y? +2 2y
— dx  x2-1 2y | y2+2
2y dy x-3
e A .d
— y2+2dx  x?-1 |- dx
2 —
— Y gy — X734

y2+2 Y=
2y x=3
fy2—|—2dy_fx2—1dx
Als Ansatz zur Losung wird dabei eine Partialbruchzerlegung des rechten Integranden vorgenom-

men. Es muss ein A und B so gefunden werden, dass

x=3 x=3 A n B
x2-1  (x+1)(x-1) x+1 x-1

!

gilt. Bildet man weiterhin den Hauptnenner gilt:

x—3 A B Ax-1)+B(x+1)

1 D)x-1) x+1 x-1 ~ (x+Dkx-1)

Im Vergleich beider Seiten muss nun also x =3 = A(x - 1) 4+ B(x + 1) erfiillt sein. Einsetzen von
x = 1

x=3=A(x-1)+B(x+1)

— 1-3=A(1-1)+B(1+1)
= -2=2B | (-2)
= B=-1

Einsetzen von x = -1:

x—-3=A(x-1)+B(x + 1)

ZEIT @
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= -1-3=A(-1-1)+B(-1+1)
PR —4 = —2A 2 (-2)
— A=2
Es gilt also:
x—3 2 1

Oben eingesetzt folgt weiterhin:

J y22-|}: & = J xxz_-31dx

2y 2 1
dy = _ d
= fy2+2y j(x—l—l x—1> *
— Inly? +2[=2-In|x+1|=In|x=1| + C (Betrage entfallen (s. unten))
= In(y> +2)=2-In(x+1)=In(x-=1) + C
— In(y? +2) = In((x + 1)*) = In(x = 1) + C
1 2
— In(y>4+2) =In (%) +C lexp( )
— (7 +2) e'"((xxﬂl) >+C
2
— y2 42 (x+1) e
x—1
2
— f+2—&+D-D -2
x—1
2
PN 2 _ (x+1)° D_2
x—1

Dabei ist C,D € R. Die Betrage konnen weggelassen werden, da laut Angabe x > 1 undy > 0
ist, und somit alle Terme in Betragsstrichen nicht negativ sind. Um D zu bestimmen werden nun
die Koordinaten des gegebenen Punktes P eingesetzt:

2
y2: (X+1) .D-=-2
x—1
2
— vﬁgzg%%%L-D—2
— 7=9-D-2 | +2
= 9=9D |:9
< D=1
Damit folgt:
2
y2: (X+1) .D-=-2
x—1

ZEIT @
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»  (x+1)
— =2 9
Y= v
1)2
— y = £/ Q -2 (,-" entfallt, day > 0)
X_
1)2
. {(x F1E
x—1
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Aufgabe 21 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2015, All 3
. . . . o , L 2x+1 ) .
1 Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung y' + 1 y = (x*—1)- e mit
x > =1 mit der Methode der Variation der Konstanten. 11 BE

Losungsvorschlag A21 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2015, All 3

1 Es wird zunachst eine Losung der homogenen DGL gesucht:
2x+1 2x+1
/
=0 _
y+ x—i—ly | x—i—ly
— dy — 2x+1 -
dx  x+1” </
1d 2x+1
= 2oy _ &+ | - dx
y dx x+1
d 2x+1
— &y _ =4 dx
y x+1

Der Term auf der rechten Seite der Gleichung kann dabei wie folgt umgeformt werden:

x+1  2x+1+1-1  2(x+1)-1 by L

x+1 x+1 x+1 s x+1
Dann gilt:
d 1
&/ <—2 + ) dx
y x+1
dy 1
= —=1(-2 d
f y f( - X + 1) *
= Inly| =-2x+In(x + 1) + D | exp( )
— M _ e—2x+ln(x+1)+|5
— |y| — e—2x . eIn(x—i—l) . eD
<~

yh=e’2x~(x+1)~D

Dabei ist D,D € R. Es kann nun die Variation der Konstanten erfolgen, bei der man bei der
Ableitung annimmt, dass D ebenfalls von x abhangig ist um eine spezielle Losung zu finden:

Ansatz: y=D(x)-(x+1) &>

= vy =D'(x):(x+1)-e>+D(x): (e + (x+ 1)(-2)e™>)
=D'(x)- (x+1)- &>+ D(x)- e (-2x-1)

—_ —~

Die Terme von y und y’ kénnen nun in die inhomogene DG eingesetzt werden:

2x +1

(¢=1) & = D/(x): (x+ 1) - € +D(x) - € (2x=1) + — - Dx) - (x + 1) -

ZEIT @
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(x2-1) e _ (x+1)(x-1) €
(x+1)-e2 (x+1)-e2
— D'(x)=(x-1)-&*

<~ D'(x) =

Dieser Ausdruck kann nun mithilfe partieller Integration integriert werden:

=(x-1) ;e3x—f:1),-e3xdx
:X%e3x %e3x—é-e3X+C
:%<x—g>-e3X+C (Wahle C = 0)
Side
=y =& (X+1)'%<X_g> e

Die allgemeine Losung ergibt sich nun aus der homogenen und der speziellen Losung:

y:yh+ys

:e'zx-(x+1)-D+%eX-(x—|—1)-(x—%)

1 4
:(x+1)-(D-e_2X+§-eX~<x—§l) mit D € R

zeIm @ VORBEREITUNG AUF é
lern.de
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Aufgabe 22 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2016, Al 4

1 Gegeben ist die separierbare Differenzialgleichung
(x*=4)-y =4y mit x > 2 und y > 0.

Bestimmen Sie die Losung der Differenzialgleichung mit y(3) = In(5)’

Losungsvorschlag A22 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2016, Al 4
1 Die gegebene DGL wird zunachst mithilfe der Trennung der Variablen umgeformt:

(C-4)-y =4y’

d
— (x2-4).dl:4y2 | (2 - 4)
X
dy 4y? D2
— dx  x2-4 -y
1 dy 4
— == -d
y2dx x2-4 |- dx
1 4
= —dy = d
y2 y X2_4 X
1 4
= —dy = d
fyz y fx2—4x

Dabei werden zunachst beide Seiten der Gleichung explizit betrachtet:

fylzdy . fy‘2dy =(-1)-y?t= _)1/

Die Integrationskonstante wird auf der rechten Seite der obigen Gleichung beachtet, kann hier
also weggelassen werden. Fiir das Integral auf der rechten Seite der Gleichung werden zwei
verschiedene Losungsalternativen betrachtet:

1. Moglichkeit: Partialbruchzerlegung

jx;‘r_4dx = f 4:4)(2dx :—4-j4szdx

Um das Integral zu 16sen nimmt man eine Partialbruchzerlegung des Integranden vor:

1 1+ Ox A B A@2-x)+B(2+x) 2A+2B+x(B-A)

4-x2~ 2+x)(2-%x) 2+x  2-x  2+x2-x)  (2+x)(2-x)

Vergleicht man nun den zweiten und den fiinften Term miteinander, so fallt auf, dass die
Nennerterm gleich sind. Entsprechend missen also auch die Zahlerterm Ulbereinstimmen. Dazu
wird ein Koeffizientenvergleich vorgenommen (Vergleich der Koeffizienten vor x und ohne x
jeweils auf beiden Seiten).

() 1=2A+2B

(2lermn.de
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(M 0=B-A <<= 0=-A+B
Aus der unteren Zeile folgt A = B. Setzt man dies in Zeile (1) ein, folgt:

(1) 1=2A+2B

= 1 =4A | : 4
1

— A=-
4

Esist also A=B = %. Damit gilt fiir den Integranden:

4 —x2 :2+x+2—x 4

1 A B_1(1+1>
24+x 2-X

Dies kann nun in obiges Integral eingesetzt werden, damit dieses schlieBlich gelost werden kann:

1 1 1 1 1 1
_4'j4—x2dx__4'4_1' <2+x+2—x>dx__j<2+x+2—x>dx

=—(In)2+x|=In|2-x|) +C==In (if;) +C

Die gesamte Umformung ist zulassig, da laut Angabe x > 2 gelten muss (deswegen andert sich
auch das Vorzeichen von |2 —x|).

2. Méglichkeit: Merkhilfe
Um das Integral mit der Merkhilfe zu I6sen wird es zunachst etwas umgeformt:

JX24_4dx S f 4:4)(2dx = —4J 4_1X2dx = —4Iﬁdx

Fir Integrale dieses Typs gilt laut Merkhilfe:

1 1
f—az_xzdx = 2—a|n

a+x
a—x

+C

Mit a = 2 gilt also:

4 1 1
IX2_4dX:—4fde:—4'ﬁln

Da laut Angabe x > 2 ist der Nennerterm stets negativ. Lost man danach die Betragsstriche auf,
ergibt sich die endgiiltige Losung des Integrals:

4 C=—In (—22+X>+C=—In (2+;>+c

2 2
X +C=-=In 2+X

C
2—-x +

—X

2+ x
2-x

—In‘

Dieses Ergebnis kann nun in obige Gleichung eingesetzt werden (setze Konstante —C = D):

| %dy - X24_ T
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1 2+x
= ——-—In( >+C
y X—=2
— 1:|n(2+X>+D
y X=2
— 1:y-(ln(2+x)+D>
X—2
= (x) = L
’ In (%) +D

A

lernuerlag
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(n(22) )

Damit hat man die allgemeine Lésung der DGL erhalten. Gegeben ist zusatzlich noch die

1

Nebenbedingung y(3) = (5

Einsetzen ergibt:

1
3) =
) = i)
<~ ! = :
In (2%23) +D In(5)
<~ ! = 1
In(5)+D  In(5)
= D=
Die spezielle Lésung lautet also
B 1
A 2ix

VORBEREITUNG AUF
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Aufgabe 23 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2018, Al 4
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
(x+3) Yty = firx>-3
Y=y +3
mit der Methode der Variation der Konstanten.
[Mogliches Teilergebnis: y, = D - (x + 3), D € R]

Losungsvorschlag A23 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2018, Al 4

1

D

Die gegebene inhomogene DGL muss zunachst umgeformt werden:

x—5
— 3 _
(x+3)-y+y= T3

— oY X7
R (x+3)?

|1 (=(x+3)) (mitx>-3)

Davon ausgehend gilt dann fiir die homogene DGL:

’_ y _ Yy
y x+3 |+ x+3
dy vy
-d
— dx  x+3 |- dx
y
dy = -d :
— LY x+3 * I+y
dy dx
<
y x+3
dy
— j? _fx+3
= In(ly]) = In(x +3) +D lexp() (mit x > =3)
— |y| — eIn(x—|—3)—|-D
— |y| — n(x+3) eD
= yp =D (x+3)

Esist D,D € R. Der Betrag entfallt, da das Vorzeichen der Konstanten frei gewahlt werden kann.
Nun kann die Variation der Konstanten erfolgen:

Ansatzz  y=D(x)-(x+3)
= y =D'(x):(x+3)+D(x)
Eingesetzt in die umgeformte inhomogene DGL gilt:

D(x) - (x+3)  x-5

D'(x) - (x +3) + D(x) - o ~ 13y

VORBEREITUNG AUF
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= U@)%X+@*4X@‘DV):‘&:EV
— D'(x)-(x+3):—ﬁ (x+3) (mitx >-3)
- D6 =5 :)3
= D(x) = —f ﬁdx

Um das Integral zu lésen wird folgende Substitution vorgenommen:

z=x+3 <<= x=z-3 = %zl — dx=dz
Damit gilt weiterhin:
x=5
D(x) = —I = 3)2dx
z-3-5
Subst.: <= D(x) = —f 3 dz
= D(x) :—jz;Sdz
1 8
< D(X):—j<2—2—2—3>dz
1 4
= MQ:—G;+§>+C
. . 1 4 . _
Riicksubst.: <= D(x) = XT3 (x3) +C (Wahle C = 0)
1 4
o D) = 3 " 3y

Eingesetzt ergibt sich eine spezielle Losung:

4 _x—|—3_ 4 x—1

x4+3 x+3 x+3 x+3

o= D(x)- (x+3) = 1
Aus der homogenen und der speziellen Losung ergibt sich die allgemeine Losung der DGL:

y:yh+ys
x—1
:D- 3 _
(x + )+x+3

x—1

=X+3+D-(x+3) mit D € R
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FUR

BILDUNG!

VORBEREITUNG AUF
DAS ABL 2024 Iern.dé’



Slemnverag

Aufgabe 24 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2018, All 3

X
x2+1
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung mit der Methode der Variation
der Konstanten.

1 Gegeben ist die Differenzialgleichung y' + -y =x mit x € R.

1
Mogliches Teilergebnis: y, =D - ,DeR 8 BE
[ g g Yh \/m ] -
Losungsvorschlag A24 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2018, All 3
2 Zunachst muss die homogene Loésung der DGL bestimmt werden:
/ X o . X
Y+ a1y =0 -1
dy X
< d_X _X2 1 | - dx
X
= dy——2+1y-dx |1y
dy X
= d
= , 21>
dy X
— f v —f N 1dx
1 .
= In(ly|) :—Eln(]x2+1|)+D
= In(ly|) = In((% + 1)72) + D lexp( )
— (vl — (62 +1)73)+D
— y = ((x*+ 1)'%) &P
= = ; D
N Vx2+1

Dabei ist D,D € R. Der Betrag entfallt, da D im Vorzeichen beliebig gewahlt werden kann. Es
kann nun die Variation der Konstanten erfolgen:

1
Ansatz: y= X2+1-D(x)
S Y= D) D)
x2+1 (x24+1)-vVx2+1

Eingesetzt in die inhomogene DGL folgt:

/+ X _
Y 1T
1 X X 1
= -D'(x) - -D(x) + : -D(x) =
x2+1 ) (x2+1)-vx*+1 () x2X+1 Vx2+1 () =x
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Auf der linken Seite der Gleichungen heben sich die zwei Summanden, die D(x) enthalten
gegenseitig weg, sodass gilt:

1
-D'(x) = x |- VX2 +1
x?+1
= D'(x) =x-vx2+1
= D(x):fx-\/x2+1dx
Um das Integral zu lésen wird folgende Substitution vorgenommen:
d d
2=x%4+1 = Lo = dx=
dx 2x

Dann gilt:

D(x) = fx-\/xz—l— 1dx

dz
D(x)zfx-ﬁg
D(x):%f\/gdz
1 2 3

5'5'2 +C

D(x) = %\/x2 T 4cC (Wahle C = 0)
D(x) = %\/x2 T

Pt vt

Damit ergibt sich eine spezielle Losung:

1 1
yS: 2 .D: 2
x%+1 x%+1

1
x2+13=§(xz+1)

W[

SchlieBlich ergibt sich die allgemeine Losung der gegebenen DGL:

1
y:}/h+YS:m

-D+%(X2+1) mit D € R

ZEIT @
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Aufgabe 25 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2019, Al 3

1 Bestimmen Sie fiir die Differenzialgleichung y' =2 -y = x - &* mit x € R die allgemeine Lésung
mit der Methode der Variation der Konstanten. 8 BE

Losungsvorschlag A25 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2019, Al 3
1 Gegeben ist die inhomogene DGL y' -2y = x - &* mit x € R.

Es wird zunachst die homogene DGL betrachtet und umgeformt:

y-2y=0 |+ 2y
= dy _ 2 | - dx
dx
— dy = 2ydx |y
d
— Y 2dx
y
1
= —dy = | 2dx
Jiw=]
= In(ly]) = 2x + Cx | exp( )
— yi :e2x+C*
= y, =e> . C

Dabei ist C,Cx € R. Mit der Variation der Konstanten ergibt sich dann eine spezielle Losung:
Ansatz: y = e* . C(x)
=y =e.2.C(x)+e* C(x)
Setzt man nun y und y’ in die inhomogene DGL ein, folgt:
2e¥ . C(x) +e* - C'(x)-2-e* - C(x) = x - €

= e C'(x) =x-e L e
= C'(x)=x-e>*
= C(x) = fx - e7dx

Dieses Integral wird mithilfe von partieller Integration gelost:

C(x) = J\X/-de =X (—e_x)—j\l/- (-e™)dx = —xe™* + fe_xdx

u v/
= —xe¥—e*+D  (Wahle D=0)
=-xe ‘-~
=y, =e” C(x) = e (—xe™*—e™) = —xe* - &"
Fir die allgemeine Lésung gilt dann:
Y=YntYs
= e . C_xeX—¢*
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Aufgabe 26 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2019, All 3
1 Bestimmen Sie mit der Methode der Variation der Konstanten die allgemeine Loésung der

Differenzialgleichung

x-y + —1_—X2f"rx>0

y ry= 11 x2 u :
D
[Mogliches Teilergebnis: y,, = ;]

Losungsvorschlag A26 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2019, All 3

1 Gegeben ist die inhomogene DGL
1-x2

14 x2°

x-y' +y=

Die DGL wird zunachst in die Grundform gebracht:

2

/ o .
Xy +y= T | :x
y 1-x?
= Tl -
Y+ x(1 + x2)
Damit lautet die homogene DGL:
y+2=0
X
Weiterhin gilt dafir:
X X
d
—= o N | - dx
dx X
= dy = Y dx |y
X
d d
— =
y X
= In(ly|) = =In(|x|) + Cx
— Y, = e—ln(x)—l—C*
-1
<> yh — C . (eln(x))
C
< yh _ —
X

Dabei ist C,Cx € R. Die Betragsstriche um x entfallen, da laut Angabe x > 0 gegeben ist. Als
Ansatz fiir die Variation der Konstanten gilt:
)

Ansatz: y=—=
X
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Loy C'(x)-x=C(x)-1 _ C'(x)  C(x)

x? X x?
Einsetzen von y und y’ in die umgeformte inhomogene DGL fiihrt zu einer speziellen Lésung.

C'(x)  C(x) N Clx) 1-x

X x2 x2  x(14x?)
C'(x) 1-x2 y
x  x(1+x?)
1-x2
CI(X):—1+X2
1-x2
C(x) = —1+X2dx
x2 -1
C(x)—j—xz_l_ldx
x> +1-2
C(x)z—j—x2+1 dx

C(X):_I(l_xzil)dx

C(x) =—x+ 2 - arctan(x) + D (Wahle D = 0)
C(x) = —x + 2 - arctan(x)
€

s X

[ I A A |

2

y. = -1+ — - arctan(x)
X

Damit gilt fiir die allgemeine Losung:

y:yh+ys

D 2
= — -1+ — - arctan(x)
X X
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UBUNGSTEIL Stochastik - FOS13 Technik

Aufgabe 1 - Original-Priifung FOS12 MNT 2018 Stochastik-Teil SI

Im Folgenden werden relative Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

1.0  Der Pizzalieferdienst ,Happy-Pizza"“ feiert sein 10-jahriges Firmenjubilaum und bietet dazu seine
Pizzen in den GroBen klein (K), normal (N) und XXL (X) zu besonders giinstigen Preisen an.
Ein Finftel der Kunden entscheidet sich fiir die kleine Pizza und nur jeder zehnte Kunde fiir die
XXL-GroBe. Zu jeder Pizza kann man einen Salat (S) dazu bestellen.

Unabhangig von der Wahl der Pizza entscheiden sich 30 % fiir einen Salat.

Um die XXL-Pizza starker zu bewerben bekommt man dazu gratis ein kleines Getrank (G) oder
ein Dessert (D). Die Entscheidung fiir ein Dessert ist unabhangig davon, ob ein Salat bestellt
wird.

Es ist bekannt, dass 1 % aller Kunden eine XXL-Pizza mit Salat und Dessert bestellen.

Eine Pizza-Aktionsbestellung eines zufallig ausgewahlten Kunden wird als Zufallsexperiment
aufgefasst.

1.1 Ermitteln Sie mithilfe eines Baumdiagramms die Wahrscheinlichkeiten aller acht Elementarereig-

nisse.

1.2 Es werden folgende Ereignisse definiert:
Ei: ,,Ein Kunde erhilt ein Gratisgetrank.”
E>= {KS; NS; XSG; XSD}

Geben Sie E; in aufzdhlender Mengenschreibweise an, formulieren Sie E; moglichst einfach in
Worten und geben Sie seine Wahrscheinlichkeit an.

2.0  Vonden in 1.0 angegebenen Bestellvarianten kostet die kleine Pizza 5 €, die Pizza in NormalgroBe
7€ und die XXL-Variante 10€. Ein Salat kostet 3€. Die ZufallsgroBe X beschreibt die Kosten
pro Bestellung.

2.1 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgroBe X und stellen Sie diese geeignet
graphisch dar.

2.2 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Kosten pro Bestellung innerhalb der einfach
Standardabweichung um den Erwartungswert liegen.

(2lermn.de
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Nach 1.0 betragt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine XXL-Pizza bestellt wird, p = 0,1.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten, dass bei 50 Bestellungen

Es: ,,genau 40 Kunden keine XXL-Pizza bestellen.”

E4: ,mehr als 5 Kunden eine XXL-Pizza bestellen .’

Es: .mindestens 2 aber hochstens 8 Personen eine XXL-Pizza bestellen.”

Marlene, Martin, Max, Michael und Moritz wahlen jeweils ihre Lieblingspizza und bestellen
gemeinsam bei ,,Happy-Pizza". Nach der Lieferung der 5 unterschiedlichen Pizzen sucht sich
zunachst Marlene ihre vegetarische Pizza heraus. AnschlieBend wahlen die vier Jungs nacheinander
zufallig einen der (ibrigen, noch geschlossenen Pizzakartons aus. Berechnen Sie, mit welcher

Wahrscheinlichkeit nun alle ihre bestellte Pizza erhalten.

Der Organisator der Werbeaktion aus 1.0 vermutet, dass aufgrund der Aktion mehr als 10 %
XXL-Pizzen verkauft werden (Gegenhypothese). Zur Uberpriifung der Vermutung wird ein
Hypothesentest durchgefiihrt, der auf den nachsten 100 Pizzabestellungen beruht.

Geben Sie zu diesem Test die TestgroBe und die Nullhypothese an und bestimmen Sie auf dem

5 %-Niveau den groBtmoglichen Ablehnungsbereich der Nullhypothese.
Erklaren Sie, worin bei diesem Test der Fehler 2. Art besteht.

Ein anderer Pizzalieferdienst bietet neben Pizzen auch noch Nudelgerichte (N) an. Aus Erfahrung
weiB man, dass 28 % aller Kunden Nudelgerichte (N) bestellen, die Restlichen eine Pizza (N). Bei
3 von 10 Bestellungen wird zusatzlich Salat (S) geordert und bei der Halfte aller Bestellungen

lediglich eine Pizza.

Bestimmen Sie mithilfe einer vollstandigen Vierfeldertafel die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein
zufillig ausgewahlter Kunde eine Pizza (N) mit Salat (S) bestellt.

Zeigen Sie, dass fir die Ereignisse N und S gilt: P(NNS) # P(N) - P(S). Deuten Sie das Ergebnis.
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Losungsvorschlag Al: Original-Priifung FOS12 MNT 2018 Stochastik-Teil Sl

1.0  Ermittlung aller Elementarereignisse und deren Wahrscheinlichkeiten mithilfe eines Baumdia-

gramms.

1.1  Wahrscheinlichkeit aller Elementarereignisse

Aus den Angaben sind folgende Informationen zusammengefasst dargestellt.

Es werden die Pizzen (K), (N) und (X) angeboten. Dabei entscheidet sich ein fiinftel der Kunden
fir (N) £ 0,2, jeder zehnte Kunde fiir (X) = 0,1 und somit ist (K) = 0,7. Zu jeder Pizza kann
man einen Salat (S) oder keinen Salat S bestellen. Die Kunden entscheiden sich unabhangig von
der PizzagréBe fiir Salat (S) = 0,3 und somit (S) = 0,7. Bei der Wahl einer Pizza (X) kann man

ein Getrank (G) oder ein Dessert (D) auswahlen.
Bekannt ist P({X;S;D}) = 0,01.

Anmerkung: Die Struktur/der Aufbau des Baumdiagramms ist bei 1.2 unter E; ersichtlich.

/“@

<
Mif@
Yx 9
, /3 ()
NS
Nebenrechnung:

1
P({XSD}) =01-03 - x =001 =x=3

1.2 E; in aufzdhlender Mengenschreibweise

P({KS}) =02
P({K5})=02-
P({NS})=07-
P({NS})=07-

P({XSD}) =0,1-
P({XSG}) = 0,1
P({XSD}) =0,1-

P({X5G}) =0,1-

Es werden alle Ereignisse aufgezahlt, die ein Gratisgetrank beinhalten:

E, = {XSG; XSG}

0,3 =0,06

0,7=0,14

03=021

0,7=0,49

0,3-1/3 = 0,01
0,3-2/3 = 0,02
0,7-13= %

0,7-2/3= 1L

(2lernde
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E, in Worten
E,: , Ein Kunde bestellt Salat." mit P(E;) = 0,3.

Bezogen auf die Bestellvarianten aus Aufgabe 1.0 wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
ZufallsgroBe X und die Wahrscheinlichkeit innerhalb der einfachen Standardabweichung um den
Erwartungswert berechnet.

Angabe Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgroBBe X und die graphische Darstel-
lung

Der Kunde kann entscheiden welche PizzagroBe (K), (N) oder (X) er bestellen méchte. Sollte er
einen Salat dazu bestellen, kostet der zu jeder PizzagroBe zusatzlich 3€.

Somit entsteht fiir die ZufallsgroBe X folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung.

X 5 7 8 10 13
P(X = 0,14 0,49 0,06 0,28 0,03
x)
Hilfestellung o; KS NS KS NS; XSG; XSD| XSG;XSD

Zur geeigneten graphischen Darstellung wird hier das Stabdiagramm gewahlt.
P(X = X)A

05% °

0.4+t

034

024

" I r 1+
38

>
5 7 10 13 x

Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass die Kosten pro Bestellung innerhalb der
einfachen Standardabweichung um den Erwartungswert liegen
Zunachst werden der Erwartungswert, die Varianz und daraus die Standardabweichung berechnet:

wX)=5-0,14+7-0,49+8-0,06+10-0,28+13-0,03=7,8

V(X)=0,14-(5-7,8)>+0,49-(7-7,8)>+0,06 - (8-7,8)> + 0,28 - (10-7,8)?
+0,03-(13-7,8)> = 3,58

o(X) = /3,58 ~ 1,89

Es wird nun die Wahrscheinlichkeit dafir bestimmt, dass die Werte hdchstens die einfache
Standardabweichung vom Erwartungswert abweichen:

Plu-6 <X <pu+06)=P(591 <X <9,69) =P(X=7)+P(X=8)=0,55
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Zur Veranschaulichung
u-o N i ° L+o
| | | »
I T >
7,8-1,89 =591 7,8 7,8+ 1,89 =9,69
3 Berechnung der einzelnen Wahrscheinlichkeiten

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine XXL-Pizza bestellt wird, betragt p = 0,1 und somit die
Gegenwahrscheilichkeit p = 0,9 dass keine XXL-Pizza bestellt wird.
E;: , genau 40 Kunden keine XXI-Pizza bestellen.”

P(Es3)= P(X = 40) = B(50;0,9;40) ~ 0,01518 [Tafelwerk] oder als Alternative rechnerisch

= B(50;0,9;40) = (ig) -0,9%.0,1° ~ 0,01518
E,4: . Es bestellen mehr als 5 Kunden eine XXL-Pizza, also sind es 6 bis 50 Kunden die eine

XXL-Pizza bestellen.”
5
P(X >5)=P(X>6)=1-P(X =1-) B(50;0,10;i) = 1 - Fg3(5)
i=0

~1-0,61612 ~ 0,38388

Es: ,Mindestens 2 aber hochstens 8 Personen eine XXL-Pizza bestellen.”

8 1
P(Es) =P(2 <X <9)=P(X<8)-P(X<1)=> B(50;0,10;i)— > B(50;0,10; i
i=0 i=0

= Fo(8) — Fai(1) ~ 0,94213 - 0,03379 ~ 0,90834

4 Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass alle ihre bestellte Pizza erhalten
Dieses Zufallsexperiment kann man sich auch in Form eines Baumdiagramms ohne zuriicklegen
111 1
vorstellen, sodass die einzelnen Wahrscheinlichkeiten sichtbar werden. P(E) = 23315

Bl=

4
é N\
¢
&

1
4
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5.1  Nullhypothese und TestgroBBe
TestgroBe T: Anzahl der verkauften XXL-Pizzen von 100 Pizzabestellungen.
Der Erwartungswert (L = n - p) liegt bei u = 100 - 0,1 = 10 Pizzabestellungen.
GroBtmoglicher Ablehnungsbereich

zeIm @ VORBEREITUNG AUF é
lern.de
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Es gilt:
rechtsseitiger Test
Nullhypothese ‘ Gegenhypothese Annahme. , Ablehnungs-
HO p S 0,1 Hl p > 0,1 bereich E bereich
Annahmebereich von Hy: | Ablehnungsbereich von Hy: !
A=1{0;.;k-1} A= {kk+1;..;100} L
w=10 | -

Anmerkung: k liegt immer im Ablehnungsbereich. Es handelt sich um einen rechtseitigen
Hypothesentest, da der Anteil derjenigen, die eine XXL-Pizza bestellen, groBer
ist und k somit rechts vom Erwartungswert liegt (siehe Skizze).

Mit dem gegebenen Signifikanzniveau von 5 % gilt dann:

P(T > k) < 0,05
— 1-P(T <k-1)<0,05 -1
— —P(T <k-1) <-0,95 |- (1)
= P(T<k-1)>0,95
= Foao(k—1) > 0,95

Der gesuchte Wert k — 1 kann dabei einem Tafelwerk in der rechten Spalte entnommen werden.
Somit ist k—1 = 15, da hier der Prozentwert der Summe das erste Mal grb'ly—:‘r als 0,95 ist. Den
groBtmoglichen Ablehnungsbereich erhalt man somit fir k = 16. Er lautet A = {16;...; 100}.

Erklaren, worin bei diesem Test der Fehler 2. Art besteht
Aufgrund des Tests wird angenommen, dass hochsten 10 % XXL-Pizzen verkauft werden, obwohl
deren Anteil hoher ist.

Uber eine Vierfeldertafel werden die Wahrscheinlichkeiten und die stochastische Unabhingigkeit
gepruft.

Mithilfe einer vollstandigen Vierfeldertafel die Wahrscheinlichkeit bestimmen

Es bestellen 28 % Nudelgerichte (N) und somit N = 0,72. Bei 3 von 10 Bestellungen wird
zusatzlich ein Salat (S) bestellt. Die Halfte aller Bestellungen sind eine Pizza ohne Salat.
Somit sind folgende Wahrscheinlichkeiten gegeben:

P(N)=0,28, P(N)=0,72, P(S)=03 P(NNS)=0,5

Damit ergibt sich die Vierfeldertafel wie folgt (gegebene Wahrscheinlichkeiten sind grau hinter-
legt):

(2lermn.de



Slemnverag

VFT mit abs. Haufigkeiten

VFT mit rel. Haufigkeiten
N N > N N >
S 0,08 0,22 0,3 S 0,8 2,2 3
S 0,2 0,5 0,7 S 2 5 7
> 0,28 0,72 1 > 2,8 7,2 10
Alle Werte durch 10 teilen um auf die rel.

Haufigkeiten zu kommen.

6.2  Priifen auf stochastische Ab-/Unabhangigkeit

Anmerkung: Stoch. Unabhangigkeit gilt dann, wenn P(E;) - P(E2)=P(E; N E>), ansonsten
abhangig, das bedeutet, ob jemand Salat bestellt hangt davon ab, ob er ein
Nudelgericht mochte.
Fir die Ereignisse N und S gilt:
P(NNS) =0,08
P(N) - P(S) =0,28-0,3 = 0,084
P(NNS) #P(N) - P(S)

Somit sind N und S stochastisch abhangig.

VORBEREITUNG AUF
DAS ABL 2024

é lern.de
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Aufgabe 2 - Original-Priifung FOS12 MNT 2018 Stochastik-Teil SlI

Im Folgenden werden relative Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

1.0 Bei einem internationalen FuBballwettbewerb tiberlegt der Veranstalter schon im Vorfeld, aus
welchen Gruppen sich die Besucher in den Stadien zusammensetzen. Man rechnet mit 60 %
fanatische Anhanger (F) der jeweiligen Mannschaften. Die restlichen Besucher sind neutral (N).
Die Halfte aller Personen in den Stadien wird wohl Alkohol trinken (A). Ohne Alkoholgenuss geht
man bei 2% der Besucher von einer gewissen Gewaltbereitschaft (G) aus. Durch Alkoholgenuss
verfiinffacht sich diese Wahrscheinlichkeit. Sowohl der Alkoholgenuss als auch die Gewaltbereit-
schaft sind unabhangig von der Gruppenzugehorigkeit zu den Gruppen (F) oder (N).

Zu welcher der verschiedenen Kategorien eine beliebig herausgegriffene Person im Stadion zahlt,
wird als Zufallsexperiment aufgefasst.

1.1 Ermitteln Sie mithilfe eines Baumdiagramms die Wahrscheinlichkeiten aller acht Elementarereig-

nisse.

1.2 Es werden folgende Ereignisse definiert:
Ei: ,,Ein zufallig ausgewahlter Besucher trinkt keinen Alkohol.”
E,: ,,Die Person ist fanatisch und friedlich oder neutral und gewaltbereit."
Geben Sie diese Ereignisse in aufzahlender Mengenschreibweise an und priifen Sie sie auf
stochastische Unabhangigkeit.

1.3 Geben Sie in Mengenschreibweise ein Ereignis E3 an, das unvereinbar mit E; ist und dessen

Wahrscheinlichkeit 42 % von P(E;) betragt.
2 Wahrend der gesamten Spiele sind 400 FuBballer im Einsatz. 80% von ihnen werden

erfahrungsgemaB in Zweikampfen in regelwidrigen Korperkontakt mit dem Gegner kommen
(K). 180 Spieler bekommen eine gelbe Karte als Verwarnung (V), zwei Drittel davon im Zu-
sammenhang mit einem unerlaubten Korperkontakt.

Stellen Sie fiir den beschriebenen Sachverhalt eine vollstandige Vierfeldertafel auf, bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E, = K UV und interpretieren Sie E, im Sinne der

vorliegenden Thematik.
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Die ZufallsgroBe X gibt die Tordifferenz bei den Spielergebnissen im Turnier an. Unter Vernach-
lassigung von Tordifferenzen groBer als fiinf ergibt sich mit den Parametern a, b € R folgende
Wabhrscheinlichkeitsverteilung:

X 0 1 2 3 4 5
PX=x)| 05 2b a 5b-04 | 2a-024 0,02

Berechnen Sie die Parameter a und b, wenn P(X < 2) = 0,84 gilt, und stellen Sie die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung in einem Histogramm dar.

[Teilergebnis: a = 0,14] 7 BE

Berechnen Sie mit den Werten fiir a und b aus Aufgabe 3.1, mit welcher Wahrscheinlichkeit die
Zufallswerte von X innerhalb der einfachen Standardabweichung um den Erwartungswert liegen.

Beim ElfmeterschieBen erzielen die Spieler mit einer Wahrscheinlichkert von p = 0,75 tatsachlich
ein Tor. Es werden nun 10 Elfmeter betrachtet.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

Es: ,,Mehr als 3, aber weniger als 8 Schiitzen erzielen ein Tor."

Ee: ,Nur die ersten 4 oder nur die letzten 4 Elfmeter ergeben ein Tor."

Die Fehlerquote bei Entscheidungen der eingesetzten Schiedsrichter soll héchstens 12,5 %
betragen. Bei einem der jiingeren Schiedsrichter vermutet man aber einen hoheren Anteil
(Gegenhypothese). In nachster Zeit werden deshalb 200 seiner Entscheidungen auf Fehler hin
untersucht.

Geben Sie zu diesem Test TestgroBe und Nullhypothese an und ermitteln Sie den groBtmoglichen
Ablehnungsbereich der Nullhypothese auf dem 5 %-Niveau.

Erlautern Sie im Sachzusammenhang, worin bei diesem Test der Fehler 2. Art besteht.
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Losungsvorschlag A2: Original-Priifung FOS12 MNT 2018 Stochastik-Teil SlI

1.0

1.1

1.2

Ermittlung aller Elementarereignisse und deren Wahrscheinlichkeiten mithilfe eines Baumdia-
gramms. Fiir gegebene Ereignisse die Wahrscheinlichkeiten angeben, sowie auf stoch. Unabhan-
gigkeit prifen. Prifen auf Vereinbarkeit von Ereignissen.

Wahrscheinlichkeit aller Elementarereignisse

Aus den Angaben sind die Wahrscheinlichkeiten P(F) = 0,6, PN) = 0,4, P(A) = 0,5 gegeben.
Entsprechend gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten der jeweiligen Gegenereignisse: P(D) = 0,1,
P(F) = 0,9 und P(E) = 0,8. Durch Multiplikation der jeweiligen Pfadwahrscheinlichkeiten
ergeben sich sich die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse:

Anmerkung: Die Struktur/der Aufbau des Baumdiagramms ist bei 1.20 unter E; ersichtlich.

/®<o 1/@ P({FAG}) =0,6-0,5-0,1=0,03
\@ P({FAG}) =0,6-0,5-0,9 = 0,27

/G)< 0, 02/@ P({FAG})=0,6-0,5-0,02 = 0,006

e IO =
®) 0,98 7
(&) P({FAG}H =0,6-05-0,98 = 0204
0, 1/@ P({NAG}) =0,4-05-0,1 =0,02
0.4 /®<

\®< \@ P({NAG}) = 0,4-0,5-0,9 = 0,18

0’50,02/@ P({NAG}) = 0,4-0,5- 0,02 = 0,004

0,98 _
@ P({NAG}) = 0,4-0,5 - 0,98 = 0,196

E; und E; in aufziahlender Mengenschreibweise

Fiir Eli
Es werden alle Ereignisse aufgezahlt, bei denen ein zufallig ausgwahlter Besucher keinen Alkohol
trinkt.

E, = {FAG; FAG; NAG; NAG}

= P(El) =0,5

Fiir Ez:
Es werden alle Ereignisse aufgezahlt, bei denen die Personen fanatisch und friedlich oder neutral
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und gewaltbereit ist.

E, = {FAG; FAG; NAG; NAG}

= P(E,) = 0,588

Priifen ob E; und E; stoch. Unabhangig sind

Anmerkung: Stoch. Unabhangigkeit gilt dann, wenn P(E;) - P(E2)=P(E; N E,), ansonsten
abhangig.

Fir die Ereignisse E; und E; gilt:

P(E1 N E2) =0,298
P(E.) - P(E;) =0,5 - 0,588 = 0,294
P(E; NEz) #P(E1) - P(E2)

Somit sind E; und E; stochastisch abhangig.

Die Mengenschreibweise von E; angeben, welche unvereinbar mit E; ist und 42 %
von P(E;) =05 ist

Somit ist E3 = {FAG; NAG}=0,18+0,03=0,21.

= P(E5) =0,5-0,42=0,21

Mithilfe einer vollstandigen Vierfeldertafel die Wahrscheinlichkeit bestimmen
Von 400 FuBballern kommen 80 % in einen regelwidrigen Korperkontakt (K). Somit gibt es

bei 20 % keinen regelwidrigen Korperkontakt (K). Es bekommen 180 Spieler eine gelbe Karte
(V) und damit 220 keine gelbe Karte (V). Zwei Drittel der der Spieler, die eine gelebe Karte
bekommen, haben die gelbe Karte wegen einem regelwidrigen Korperkontakt erhalten. Somit
sind folgende Wahrscheinlichkeiten gegeben:

P(K)=10,8; P(K)=072;

P(V) =045 P(V)=0,55P(VNK)=03

Damit ergibt sich die Vierfeldertafel wie folgt (gegebene Wahrscheinlichkeiten sind grau hinter-
legt):

VFT mit rel. Haufigkeiten VFT mit abs. Haufigkeiten
K K > K K >
\ 0,3 0,15 0,45 \% 120 60 180
Y 0,5 0,05 0,55 \Y 200 20 220
0,8 0,2 1 > 320 80 400

Alle Werte durch 400 teilen um auf die rel.
Haufigkeiten zu kommen.
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Uber das De-Morgan-Gesetz und das Gesetz des doppelten Komplements gilt:
E,=KUV=KNV=KnV

Da in der Mengenlehre eine Vereinigung (U) in der Aussagenlogik einem Oder (V) entspricht,
lautet die Beschreibung dieses Ereignisses in Worten: ,,Kein regelwidriger Kérperkontakt, dennoch
wird der Spieler mit einer gelben Karte verwarnt.”

Wird in der Vierfeldertafel das entsprechende Ereignisse (KN V) K K >

farblich markiert, so erkennt man leicht, welche Wahrschein- v 0.3 0,15 0,45

lichkeit sich ergibt (siehe Vierfeldertafel rechts P(E4) = 0,15): %/: 05 0,05 0,55
0,8 0,2 1

Berechnung der Parameter in der angegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung, graphische Darstel-
lung der Wahrscheinlichkeitsverteilung mit einem Histogramm und Ermittlung der Wahrschein-
lichkeit fiir die Zufallswerte von X, dass diese innerhalb der einfachen Standardabweichung um
den Erwartungswert liegen.

Aus den Angaben konnen zwei Gleichungen gewonnen werden. Die erste Gleichung ergibt sich,
da die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten 1 ergeben muss (Normierungsbedingung). Die
Gleichung kann auBerdem bereits so umgestellt werden, dass man einen Ausdruck fir a in
Abhangigkeit von b bekommt:

() 05+2b+a+5b-04+2a-024+002=1

— 3a+7b-0,12=1 | +0,12
= 3a+7b=1,12 |- 7b
= 3a=1,12-7b |23

28 7
— a=_—--b

7% 3

Die zweite Gleichung erstellt man durch die Information, dass P(X < 2) = 0,84. Somit ergeben
die Wahrscheinlichkeiten P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) = 0,84.

(I 0,5+ 2b+a = 0,84 1-0,5

— a+2b =034 |- 2b

= a=034-2b in (1) einsetzen
—~  3.(034-2b)=112-7bh

— 1,02-6b=1,12-7b | +7b

— 1,02+b =112 |- 1,02

— b=0,1

Setzt man b = 0,1 in (1) ein, wird der Wert fiir a bestimmt.
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PN . 28 7
75 30
— a=0,14

Die gesuchten Werte sind a = 0,14 und b = 0,1. Damit lautet die Wahrscheinlichkeitsverteilung:

x‘0‘1‘2‘3‘4‘5

PX=x) | 05 | 02 | 014 | o1 | 004 | 002

Als Darstellung wird ein Histogramm erstellt:
P(X =x)*t
05

ola 4

3.2 Mit den ermittelten Werten von a und b die Wahrscheinlichkeit der Zufallswerte von
X berechnen, die innerhalb der einfachen Standardabweichung im den Erwartungswert
liegen
Zunachst werden der Erwartungswert, die Varianz und daraus die Standardabweichung berechnet:

u(X)=0-05+1-02+2-0,14+3-0,1+4-0,04+5-0,02=1,04

V(X)=05-(0-1,04)2+0,2-(1-1,04)> +0,14 - (2-1,04)> + 0,1 - (3-1,04)?
40,04 - (4-1,04)> 40,02 (5-1,04)> = 1,7184

o(X) =+v1,7184 ~ 1,31

Es wird nun die Wahrscheinlichkeit dafir bestimmt, dass die Werte hdchstens die einfache
Standardabweichung vom Erwartungswert abweichen:

P(u-6 <X <p+6)=P(-027 < X < 2,35) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) = 0,84

Zur Veranschaulichung

u-o N i ° L+o

| _»

1.04—131 = —0.27 1,04 1,04+ 131 = 2.35

zmT4€I)
FOR

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Berechnung der Wahrscheinlichkeiten fiir angegebene Ereignisse
Fir Es: ,,Mehr als 3, aber weniger als 8 Schiitzen erzielen ein Tor."

P(Es) = P(3 <X < 8) = P(X < 7) - P(X < 3) = F75(7) ~ Fors(3)
~ 0,47441 - 0,00351 ~ 0,47090

Fir E¢: ,,Nur die ersten 4 oder nur die letzten 4 Elfmeter ergeben ein Tor."

P(E¢) =2-0,75" - 0,25°
~ 0,00015

Ermittlung der TestgroBe und des Ablehnungsbereicht sowie Beschreibung des Fehlers 2. Art in
diesem Sachzusammenhang.

Nullhypothese und TestgroBBe

TestgroBe T: Anzahl der Schiedsrichterfehler bei 200 Entscheidungen.

Der Erwartungswert (L = n - p) liegt bei p = 200 - 0,125 = 25 Fehlentscheidungen.
GroBtmoglicher Ablehnungsbereich

Es gilt:
rechtsseitiger Test
Nullhypothese ‘ Gegenhypothese Annahme. , Ablehnungs-
Ho : p < 0,125 Hy:p> 0,125 bereich : bereich
Annahmebereich von Hy: | Ablehnungsbereich von Hy: E
A=1{0;.;k-1} A= {k;k+1;..;200} ;
2

W=25 g

Anmerkung: k liegt immer im Ablehnungsbereich. Es handelt sich um einen rechtseitigen
Hypothesentest, da der Anteil der Fehlentscheidungen groBer ist und k somit
rechts vom Erwartungswert liegt (siehe Skizze).

Mit dem gegebenen Signifikanzniveau von 5 % gilt dann:

P(T > k) < 0,05
— 1-P(T <k-1)<0,05 -1
— ~P(T <k-1)<-0,95 |- (-1)
= P(T <k-1)>0,95
— Fodo(k—1) > 0,95

Der gesuchte Wert k — 1 kann dabei einem Tafelwerk in der rechten Spalte entnommen werden.
Somit ist k—1 = 33, da hier der Prozentwert der Summe das erste Mal groBer als 0,95 ist. Den
groBtmoglichen Ablehnungsbereich erhalt man somit fir k = 34. Er lautet A = {34;...;200}.

(2lermn.de
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5.2 Erklaren, worin bei diesem Test der Fehler 2. Art besteht
Es wird angenommen, dass die Fehlerquote bei jiingeren Schiedsrichtern hochstens 12,5 % betragt,
obwohl diese hoher ist.
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Aufgabe 3 - Original-Priifung FOS12 MNT 2019 Stochastik-Teil SI mHm

Im Folgenden werden relative Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

1.0  Ein groBer Bergbauernhof bietet seinen Gasten wahrend ihres Urlaubsaufenthalts verschiedene
Moglichkeiten an, das Leben auf dem Land zu genieBen. ErfahrungsgemaB entscheiden sich die
Halfte aller Gaste auf einer der einsamen Hutten (H) zur Ruhe zu kommen, 30 % verbringen
ihren Aufenthalt im gemitlichen Stadl (S) und die iibrigen Besucher iibernachten im Bauernhaus
(B). Bei der Anreise hat jeder Gast die Wahl, den steilen Weg bis zum Feriendomizil zu FuB
zuriickzulegen (T) oder sich von einem Traktorshuttle (T) nach oben beférdern zu lassen. Von
den Hittenbewohnern nutzen nur ein Viertel diesen Service, bei den Stadlgasten sind es die
Halfte, und von den Géasten im Bauernhaus erklimmt keiner zu FuB den Berg. Fiir Stadlgaste
und Gaste des Bauernhauses besteht zusatzlich die Moglichkeit ein Frihstick (F) dazu zu
buchen. Jeweils ein Fiinftel dieser Gaste nutzen dieses Angebot nicht, unabhangig davon, ob der
Shuttleservice in Anspruch genommen wird oder nicht. Hittenbewohner kénnen kein Friihstiick
buchen. Die Befragung eines zufallig ausgewahlten Gastes nach seinen getatigten Buchungen

wird als Zufallsexperiment aufgefasst.

1.1 Bestimmen Sie unter Verwendung eines Baumdiagramms die Wahrscheinlichkeiten aller Elemen-
tarereignisse des betrachteten Zufallsexperiments.

1.2 Gegeben sind folgende Ereignisse:

Ei: ,,Ein Gast entscheidet sich gegen den Aufstieg zum Bergbauernhof.”
E, = {STF;STF; BTF}

Geben Sie E; in aufzdhlender Mengenschreibweise an und berechnen Sie P(E;). Fassen Sie E;
moglichst einfach in Worte und untersuchen Sie E; und E, auf Unvereinbarkeit.

2.0  Fir Kinder gibt es auf dem Bauernhof spezielle Angebote, die stetig der Nachfrage angepasst
werden sollen.

Derzeit stehen Ponys (P) zur Pferdepflege und fiir kleine Ausritte zur Verfiigung. Ebenso besteht
die Méglichkeit zur Mithilfe im Kuh- und Kalberstall (S). Aus dem Vorjahr ist bekannt, dass sich
von 400 Kindern 108 fiir die Arbeit im Stall und 250 fiir die Ponys begeisterten, wobei 20 %
dieser Ponyinteressierten auch von der Mithilfe im Stall nicht genug bekommen konnten.

2.1 Berechnen Sie, fiir wie viel Prozent der Kinder ein Alternativangebot ohne Tierkontakt wiin-

schenswert ware.

2.2 Ermitteln Sie, ob die Mithilfe im Stall bei den Ponyinteressierten beliebter ist als bei denen, die
sich nicht fir Ponys begeistern.
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3.0 Nachdem beim Besitzer des Bergbauernhofs im vorletzten Jahr immer wieder Anfragen nach
Freizeitaktivitaten fir Erwachsene eingingen, bietet er seit letztem Jahr auch die in folgender
Preisliste aufgefiihrten Erlebnisse an:

Preisliste fiir Erlebnisse

Melkkurs . ...... ... . . . . . . . .. 12€
Gefiihrte Wanderung . ....................... 8€
Bayerischer Kochkurs ....................... 22€

© 10% Rabatt auf den Gesamtpreis bei Buchung der ge-
fihrten Wanderung in Kombination mit dem Kochkurs! (©)

Die Gaste zeigen erfahrungsgemalB folgendes Wahlverhalten:

nur Melkkurs nur Kochkurs nur gefiihrte Kochkurs und kein Erlebnis
Wanderung gefiihrte
Wanderung
15% 22% 18% 10% 35%

Andere Kombinationen von Erlebnissen wurden nicht gewahlt.

3.1 Ermitteln Sie die zu erwartenden Einnahmen des Bergbauernhofs durch das Erlebnisangebot fiir
das aktuelle Jahr, wenn mit 900 erwachsenen Gasten fiir dieses Jahr gerechnet wird.

3.2 Da es fiir einzelne Erlebnisse fiir die zeitgleich anwesenden Urlaubsgaste Teilnehmerbegrenzun-
gen gibt, interessiert sich der Landwirt fiir die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse.
Bestimmen Sie diese.

Es: ,Von 25 Gasten wahlen genau acht nur die gefiihrte Wanderung.”

E4: ,Von 25 Gasten wahlen mindestens vier und weniger als neun den Melkkurs.”
4 Aufgrund der steigenden Nachfrage nach ,,Urlaub auf dem Bauernhof” (iberlegt der Besitzer

des Bergbauernhofs zusatzlich ein besonderes Erlebnis, Ubernachtungen im Freien auf einem
gemditlichen Heuwagen, anzubieten. Ein befreundeter Bauernhofbesitzer behauptet basierend
auf seinen Erfahrungen, dass hochstens 30 % der Gaste dieses Angebot in Anspruch nehmen.
Dennoch ist der Besitzer des Bergbauernhofs der festen Uberzeugung, dass Ubernachtungen im
Freien ein neuer Trend sind und schatzt die Nachfrage deutlich héher ein (Gegenhypothese). Um
dies zu (iberpriifen befragt er 200 seiner Gaste.

Entwickeln Sie fiir den Bauern einen geeigneten Hypothesentest auf einem Signifikanzniveau
von 5% und geben Sie an, ob der Behauptung des befreundeten Bauern auf Basis des Tests
zugestimmt werden kann, wenn sich 131 Befragte gegen eine Ubernachtung im Freien aussprechen.
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Losungsvorschlag A3: Original-Priifung FOS12 MNT 2019 Stochastik-Teil Sl

1.1

1.2

Wahrscheinlichkeit aller Elementarereignisse

Aus den Angaben sind folgende Informationen zusammengefasst dargestellt.

Es gibt die Unterkiinfte (H), (S) und (B). Dabei entscheidet sich die Halfte der Gaste fiir
(H) £ 0,5, von diesen nutzt ein Viertel den Shuttleservice (T) = 0,25, der Rest dieser Gaste
nutzt ihn nicht (T) = 0,75.

Von allen Gasten verbringen 30 % ihren Aufenthalt im Stadl (S) = 0,3, wobei wiederum die
Halfte dieser Gaste den Shuttleservice nutzt (T) = 0,5 und (T) = 0,5.

Alle verbleibenden Gaste verbringen ihren Aufenthalt im Bauernhaus (B) = 0,2, alle dieser Gaste
nutzen den Shuttleservice (T) = 1.

Unabhangig von der Wahl des Shuttles nimmt jeweils ein Fiinftel der Stadl- und Bauernhausbesu-
cher die Méglichkeit des Friihstiicks nicht wahr, (F) = 0,2 und (F) = 0,2. Diese Friihstiicksoption
besteht fiir die Hiittenbewohner nicht.

P({HT})=0,5-0,25 = 0,125
0.25 ({HT})

0,75 -
P({HT})=0,5-0,75 = 0,375

0.5
/®<0,8/@ P({STF}) = 0,3-0,5-0,8 — 0,12
0.2 g
0.5 ! P({STF})=0,3-0,5-0,2 = 0,03
0’5\®<0,8/® P({STF})=0,3-0,5-0,8 = 0,12
0.2 —
’ P({STF})=0,3-0,5-0,2 = 0,03
0 —()

a 14®<0,8/@ P({BTF})=02-1-08=0,16
°2—(F) (BT =02-1.02=004

E, in aufzdhlender Mengenschreibweise und Wahrscheinlichkeit
Die Entscheidung gegen den Aufstieg zum Bergbauernhof entspricht der Entscheidung fiir das
Shuttle. Es werden also alle Ereignisse aufgezahlt, die T enthalten.

E; = {HT;STF;STF; BTF; BTF}

Fir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses werden alle Wahrscheinlichkeiten
der Elementarereignisse gemaB des Baumdiagramms addiert.

P(E;) = 0,125+ 0,12+ 0,03 + 0,16 + 0,04 = 0,475
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E, in Worten

Enthalten sind alle Elementarereignisse, die F beinhalten. Somit gilt:
E,: ,,Ein Gast bucht ein Frihstick dazu.”

Vereinbarkeit der Ereignisse

Es wird gepriift ob Elementarereignisse Teil von beiden Ereignissen sind:

E1 NEy = {STF;BTF} # {}

Demnach sind die Ereignisse vereinbar.

Mithilfe einer vollstandigen Vierfeldertafel die Wahrscheinlichkeit bestimmen
Von 400 Kindern begeistern sich 108 fiir die Arbeit im Stall (S), somit 400 — 108 = 292 Kinder

nicht (S). Insgesamt begeistern sich 250 Kinder fiir die Ponys (P), somit 400250 = 150 Kinder

nicht (P). 20 % der 250 Ponyinteressierten sind zudem am Stall interessiert, dies entspricht
0,2 - 250 = 50 Kindern. Somit sind folgende Wahrscheinlichkeiten gegeben:

108 _
P(S)=—=0,27, P(S)=0,73
( ) 400 ! ! ( ) 1 1
250 = 50
P(P)=-—-=0,625, P(P)=0,375 P(SNP)=-—=0,125

~ 400 400

Damit ergibt sich die Vierfeldertafel wie folgt (gegebene Wahrscheinlichkeiten sind grau hinter-
legt):

VFT mit rel. Haufigkeiten VFT mit abs. Haufigkeiten
P P > P P >
S 0,125 0,145 0,27 S 50 58 108
S 0,5 0,23 0,73 S 200 92 292
> 0,625 0,375 1 > 250 150 400

Alle Werte durch 400 teilen um auf die rel.
Haufigkeiten zu kommen.

Demnach gilt fiir die Option ohne Tierkontakt:
P(SNP)=0,23=23%

Laut Angaben sind 20 % der Ponyinteressierten auch an Mithilfe im Stall interessiert, es gilt:
Pr(S) =20%
Mithilfe der Haufigkeiten der Vierfeldertafel gilt:

_ P(SNP) 0,145

P5(S) = —— "/ = ~ 0,3867 = 38,67 9
°(5) P(P) 0,375 A’

Demnach ist die Mithilfe im Stall bei den Kindern beliebter, die sich nicht fiir Ponys begeistern.
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Zu erwartenden Einnahmen fiir das aktuelle Jahr
Die ZufallsgroBe X beschreibt die Einnahmen in Euro pro Person entsprechend der Auswahl der
Erlebnisse.

Jedem Feld der gegebenen Tabelle kann anhand der Ereignisse und dem jeweiligen Preis nach
Preistafel ein Preis zugeordnet werden. Fiir die Preise gilt dabei (dabei ist der Rabatt auf die
Kombination zu beachten):

nur Melkkurs = 12 € nur Kochkurs £ 22 € nur gefiihrte Wanderung = 8€
Kochkurs und gefiihrte Wanderung = 0,9 - (22€ +8€) =27€  kein Erlebnis = 0€
Entsprechend der Tabelle gilt dann fiir den Erwartungswert der GroBe X:
E(X)=0,15-12+40,22-22+0,18-8+0,1-27+0,35-0 = 10,78

Pro Person sind also 10,78 € zu erwarten. Die zu erwartenden Einnahmen fiir 900 Personen
belaufen sich damit auf 10,78<€ - 900 = 9702 €.

Berechnung der einzelnen Wahrscheinlichkeiten

Fir E3 beschreibt X die Anzahl der Gaste unter 25, die sich nur fiir die gefiihrte Wanderung
interessieren. Laut Tabelle ist die Wahrscheinlichkeit fiir nur die gefiihrte Wanderung p = 0,18.
Dann gilt:

P(Es) = P(X = 8) = B(25;0,18;8) ~ 0,04084 [Tafelwerk] oder als Alternative rechnerisch

25
8

Nun beschreibt Y die Anzahl der Gaste unter 25, die den Melkkurs wahlen. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir betragt p = 0,15. Dann gilt:

= B(25;0,18;8) = ( ) -0,18% - 0,827 ~ 0,04084

8 3
P(Es) =P(4 <Y <9) =P(Y <8)-P(Y <3) =) B(250,15;i) - >_B(25;0,15; )
i=0 i=0

= F55(8) — Fos(3) ~ 0,99203 - 0,47112 = 0,52091

Nullhypothese und TestgroBBe

TestgréBe T: Anzahl der Befragten von insgesamt 200, die sich fiir eine Ubernachtung im Freien
aussprechen.

Der Erwartungswert (L = n - p) liegt bei p = 200 - 0,3 = 60 Personen.

GroBtmoglicher Ablehnungsbereich

Es gilt:
rechtsseitiger Test j
Nullhypothese \ Gegenhypothese Annahme. , Ablehnungs-
Ho:p <03 Hi:p>0.3 bereich E bereich
Annahmebereich von Hy: | Ablehnungsbereich von Hy: !
A={0;....k-1} K:{k;k+1;...;200} E
L=160 | -
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Anmerkung: k liegt immer im Ablehnungsbereich. Es handelt sich um einen rechtseitigen
Hypothesentest, da der Anteil derjenigen, die sich fiir eine Ubernachtung im

Freien aussprechen, groBer ist und k somit rechts vom Erwartungswert liegt
(siehe Skizze).

Mit dem gegebenen Signifikanzniveau von 5 % gilt dann:

P(T>k) <0
— 1-P(T<k-1)<0 -1
— P(T<k-1)< —o 9%  |-(-1)
— P(T<k-1)>0
= Foso(k—1) >0

Der gesuchte Wert k — 1 kann dabei einem Tafelwerk in der rechten Spalte entnommen werden.
Somit ist k—1 = 71, da hier der Prozentwert der Summe das erste Mal groBer als 0,95 ist. Den
groBtmaéglichen Ablehnungsbereich erhalt man somit fiir k = 72. Er lautet A = {72;73;...; 200}
und der zugehdrige Annahmebereich also A = {0;1;...; 71}.

Entscheidung auf Basis des Tests

Wenn sich 131 Befragte gegen eine Ubernachtung im Freien aussprechen, so sprechen sich
200 - 131 = 69 Befragte dafiir aus. Es ist 69 € A, die Nullhypothese wird also beibehalten. Auf
Basis des Tests sollte der Behauptung des befreundeten Bauern also zugestimmt werden.

ZEIT @ VORBEREITUNG AUF
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Aufgabe 4 - Original-Priifung FOS12 MNT 2019 Stochastik-Teil Sli

Im Folgenden werden relative Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

1.0

1.1

1.2.0

1.21

Nachfolgend finden Sie einen Auszug aus der Preisliste eines Friseursalons:

DAMEN
Schnitt
Waschen, Schneiden

EUR 16,00
EUR 23,00
EUR 34,50
EUR 18,50

Waschen, Schneiden, Féhnen
Woaschen, Féhnen

5% Rabatt auf
Komplettpaket:

HERREN
s Schnitt
s Waschen, Schneiden

Waschen, Schneiden,
Farben, Fohnen!

EUR 12,00
EUR 18,50

KOLORATION

m  Farbe EUR 26,50

In einer groB angelegten Umfrage unter den weiblichen Kunden des Salons wurde festgestellt, wie
haufig zum Haareschneiden (S) die Zusatzleistungen Waschen (W), Féhnen (F) und Kolorieren
(K) gewiinscht werden.

Folgende Tabelle gibt die Wahrscheinlichkeiten fiir die Wahl von Dienstleistungen an. In dieser
ist berlicksichtigt, dass zum Kolorieren die Zusatzleistung Waschen gewahlt werden muss und
Fohnen nur in Kombination mit Waschen gewahlt werden kann.

WS WSF WSK
0,2 0,35 0,06

WSKF
0,24

0 S
P({w}) 0,15

Zur Planung der Terminvergabe und des Einkaufs von Haarfarbemitteln und Pflegeprodukten
sind die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse von Interesse. Berechnen Sie diese.

E: : ,Von 15 zuféllig ausgewahlten Kundinnen wahlen genau fiinf nur hochstens eine Zusatzleis-
tung.”

E> : ,Von 15 zufallig ausgewahlten Kundinnen entscheiden sich mehr als 40 % fiir eine Kolorati-

on.

Die ZufallsgroBe X gibt den Betrag in Euro an, den eine Kundin fiir die gewahlten Dienstleistungen
bei einem Besuch im Friseursalon bezahlt.

Erstellen Sie mithilfe der Preisliste eine vollstandige Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufalls-
groBe X. Berechnen Sie den Erwartungswert der ZufallsgréBe X und interpretieren Sie ihn im
Sachzusammenhang. Runden Sie lhre Ergebnisse gegebenenfalls auf ganze Cent.
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Der Friseursalon hat pro Monat (u.a. fiir Wasser, Strom, Gehaltszahlungen und Miete) Ausgaben
in Hohe von 7500€. Pro Tag ist durchschnittlich mit 15 Kundinnen und 8 Kunden zu rechnen.
Letztere bezahlen im Durchschnitt 14,50 € beim Verlassen des Friseursalons.

Entscheiden Sie durch Rechnung unter Beriicksichtigung der Ergebnisse von Aufgabe 1.2.1, ob
die Inhaberin die Preise erhohen sollte, wenn ein monatlicher Gewinn von 6500€ erzielt werden
soll. Ein Monat hat durchschnittlich 21 Arbeitstage.

Das Haarefarben ist sowohl beim Erwachsenen als auch bei Jugendlichen sehr beliebt. Um ihre
Zeitplanung zu optimieren, fiihrt die Salonbesitzerin eine Strichliste, in der sie das Alter aller
Kunden sowie deren Wunsch nach Farbe vermerkt.

Unter 200 Kunden waren 140 Erwachsene (E). Insgesamt lieBen sich 55 Kunden die Haare farben
(F). 40 Kunden waren Jugendliche, die sich gegen eine Koloration entschieden.

Untersuchen Sie, bei welcher Altersgruppe das Haarefarben beliebter ist.

Seit mehreren Jahren bezieht die Salonbetreiberin ihre Pflegeprodukte von einem Hersteller, der
bekannt ist fiir die gute Qualitat seiner Produkte und damit wirbt, dass hochsten 5% der Kunden
und Kundinnen diese ,nicht vertragen®. Aufgrund zahlreicher Kundenbeschwerden vermutet
die Inhaberin, dass dieser Anteil gestiegen ist (Gegenhypothese). Um dies zu iberpriifen, soll
ein Signifikanztest auf einem Signifikanzniveau von 2 % durchgefiihrt werden. Dazu werden
insgesamt 100 Kunden und Kundinnen, bei denen die Pflegeprodukte bereits verwendet wurden,
befragt.

Geben Sie fiir diesen Test die TestgroBe sowie die Nullhypothese an. Berechnen Sie ferner den
groBtmoglichen Ablehnungsbereich der Nullhypothese. Welche Entscheidung legt der Test nahe,
wenn sich insgesamt 9 Kunden und Kundinnen beschweren?

Berechnen Sie fiir diesen Test die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art, wenn tatsachlich 10 %
der Kunden und Kundinnen die Pflegeprodukte des Herstellers ,,nicht vertragen®.

Deuten Sie die Wahrscheinlichkeiten des Fehlers 2. Art im Sachzusammenhang. 2 BE
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Losungsvorschlag A4: Original-Priifung FOS12 MNT 2019 Stochastik-Teil SlI

1.1 Berechnung der einzelnen Wahrscheinlichkeiten
Die ZufallsgroBe Z beschreibt die Anzahl von Kundinnen unter 15 ausgewahlten, die nur hochstens
eine Zusatzleistung wahlen. Dies entspricht den Elementarereignissen ,,nur Schneiden” (S; keine
Zusatzleistung) und ,,Schneiden mit Waschen" (WS; nur Zusatzleistung Waschen) und damit
eine Wahrscheinlichkeit von p = 0,15 + 0,2 = 0,35. Dann gilt:
Eq: , genau finf nur hochstens eine Zusatzleistung.”

P(E1)= P(Z =5) = B(15;0,35; 5) ~ 0,21234 [Tafelwerk] oder als Alternative rechnerisch

= B(15;0,35;5) = (155> -0,35° - 0,65 ~ 0,21234

Nun beschreibt die ZufallsgréBe Z die Anzahl von Kundinnen unter 15 ausgewahlten, die sich fiir
eine Koloration entscheiden. Dies umfasst die Elementarereignisse ,Waschen, Schneiden, Kolora-
tion” (WSK) und ,Waschen, Schneiden, Koloration, Féhnen* (WSKF). Die Wahrscheinlichkeit
betragt also p = 0,06 + 0,24 = 0,3.

E,: ,entscheiden sich mehr als 40 % fiir eine Koloration.” (entspricht mehr als 6 Kundinnen)

P(Z>6)=P(Z>7)=1-P(Z<6)= 1—26:8(15;0,3;0 = 1-FL%,(6)

~1-0,86886 ~ 0,13114

1.2.0 Die ZufallsgroBe X gibt den Betrag in Euro an, den eine Kundin fiir die gewahlten Dienstleistungen
bei einem Besuch im Friseursalon bezahlt.

1.2.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung
Fir die einzelnen Eintrage der Tabelle wird der jeweilige Preis berechnet:

Elementarereignis S: 16€ = P(X=16)=0,15

Elementarereignis WS: 23€ = P(X=123)=0,2

Elementarereignis WSF: 3450€ = P(X =34,50) = 0,35

Elementarereignis WSK: 23€ + 26,50€ = 49,50€ = P(X =49,50) = 0,06
Elementarereignis WSKF: (34,50 € + 26,50€) - 0,95 =57,95€ = P(X=57,95)=0,24
Somit gilt zusammenfassend:

\ X \ 16 \ 23 \ 34,50 \ 49,50 \ 57,95 \

‘P(X:x)‘ 0,15 \ 0.2 \ 0,35 \ 0,06 \ 0,24 \

Erwartungswert

E(X)=16-0,15+23-0,2 + 34,50 - 0,35 + 49,50 - 0,06 + 57,95 - 0,24 ~ 35,95
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Interpretation im Sachzusammenhang
Der Erwartungswert gibt hier den durchschnittlichen Preis an, den eine Kundin pro Besuch im
Friseursalon bezahlt, namlich 35,95 €.

Entscheidung, ob die Preise erhoht werden sollten

Die durchschnittlichen Einnahmen pro Kundin liegen bei 35,95€, die bei einem Kunden bei
14,50 €. Bei 21 Arbeitstagen mit jeweils durchschnittlich 15 Kundinnen und 8 Kunden gilt fir
die durchschnittlichen Gesamteinnahmen pro Monat:

21-(15-35,95€ 4 8- 14,50€) = 13760,25 €

Bei monatlichen Ausgaben von 7500<€ belauft sich der monatliche Gewinn also auf 13760,25 € —
7500€ = 6260,25 €.

Wenn der gewlinschte Gewinn bei 6500 < liegt, missten die Preise also erhéht werden.

Mithilfe einer vollstandigen Vierfeldertafel die Wahrscheinlichkeit bestimmen

Unter 200 Kunden waren 140 Erwachsene (E), der Rest, also 200 — 140 = 60 waren also
Jugendliche (E). Von allen Kunden lieBen sich 55 die Haare farben (F), 200 — 55 = 145 Kunden
lieBen sich also nicht die Haare farben (F). Insgesamt 40 Kunden waren Jugendliche, die sich

gegen eine Koloration entschieden (E N F).

Somit sind folgende Wahrscheinlichkeiten gegeben:

140 — 55

PE) = 2 _ 07 PE)=03 PK)= - — 0,275
(E) =55 (E) (K) = 500
_ _ Ty

P(F) = 0,725 P(ENF)= 2000 ~02

Damit ergibt sich die Vierfeldertafel wie folgt (gegebene Wahrscheinlichkeiten sind grau hinter-
legt):

VFT mit rel. Haufigkeiten VFT mit abs. Haufigkeiten
E E > E E >
F 0,175 0,1 0,275 F 35 20 55
= 0,525 0,2 0,725 F 105 40 145
> 0,7 0,3 1 > 140 60 200

Alle Werte durch 200 teilen um auf die rel.
Haufigkeiten zu kommen.
Mithilfe der Werte aus der Vierfeldertafel konnen nun die bedingten Wahrscheinlichkeiten
bestimmt werden:

_P(ENF) 0175 1 o _PENF) 01 1
Pe(F) = PEE) ~ 07 4 Pe(F) = PE) 03 3

Somit ist das Haarefarben bei Jugendlichen beliebter als bei Erwachsenen.

(2lermn.de
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Nullhypothese und TestgroBBe

TestgroBe T: Anzahl der Kunden und Kundinnen von insgesamt 100, die die Pflegeprodukte
»nicht vertragen".

Der Erwartungswert (L = n - p) liegt bei @ = 100 - 0,05 = 5 Kunden und Kundinnen.
GroBtmoglicher Ablehnungsbereich

Es gilt:
rechtsseitiger Test ﬁ
Nullhypothese \ Gegenhypothese Annahme. , Ablehnungs-
Ho : p < 0,05 Hy :p > 0,05 bereich | bereich
Annahmebereich von Hy: | Ablehnungsbereich von Hyg: E
A={0;..;k-1} A= {k;k+1;..;100} E ‘
W=>5 | ]

Anmerkung: k liegt immer im Ablehnungsbereich. Es handelt sich um einen rechtseitigen
Hypothesentest, da der Anteil derjenigen, die das Produkt ,nicht vertragen®,
groBer ist und k somit rechts vom Erwartungswert liegt (siehe Skizze).

Mit dem gegebenen Signifikanzniveau von 2 % gilt dann:

P(T > k) < 0,02
= 1-P(T <k-1)<0,02 -1
— —P(T < k-1)<-0,98 |- (-1)
— P(T<k-1)>0,98
= Fo% (k—1) > 0,98

Der gesuchte Wert k —1 kann dabei einem Tafelwerk in der rechten Spalte entnommen werden.
Somit ist k—1 = 10, da hier der Prozentwert der Summe das erste Mal groBer als 0,98 ist. Den
groBtmoglichen Ablehnungsbereich erhilt man somit fiir k = 11. Er lautet A = {11;12;...;100}

und der zugehdrige Annahmebereich also A = {0; 1; ...; 10}.

Entscheidung auf Basis des Tests
Es beschweren sich neun Kunden und Kundinnen. Da 9 € A ist, wird die Nullhypothese also
beibehalten.

Wahrscheinlichkeit der Fehlers 2. Art
Fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit gilt:

10
P(,Fehler 2. Art") = > B(100;0,1;i) = F51(10) ~ 0,58316
i=0

Deutung im Sachzusammenhang

Der Fehler 2. Art beschreibt ganz allgemein die Annahme der Nullhypothese, obwohl| diese
falsch ist. Konkret ist der berechnete Wert die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Besitzerin des
Friseurstudios dem Hersteller glaubt (also der Anteil der Kunden und Kundinnen, die das Produkt
,nicht vertragen") nicht erhoht ist), obwohl sich dieser Anteil tatsachlich auf 10 % erhéht hat.

(2lermn.de
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Aufgabe 5 - Bedingte Wahrscheinlichkeit: FOS13 MT 2017, Bl 3 - adaptiert

4.0  Fiir eine Segelregatta bendtigt der Veranstalter 250 langfristig intakte Bojen. Bei den Bojen
treten jedoch im Laufe der Zeit durch Materialfehler Schaden auf, verursacht durch hohen
Wellengang bzw. durch UV-Strahlung.

4.1  Nach Angaben des Herstellers erleiden 5% der Bojen nach einer gewissen Einsatzzeit einen
Wellenschaden, 40 % von diesen Bojen sind zudem anfillig gegentiber dauerhafter UV-Strahlung.
90 % aller Bojen sind sowohl gegeniiber hohen Wellen als auch dauerhafter UV-Strahlung
unempfindlich, also langfristig intakt. Bestimmen Sie dan Anteil der gegeniiber UV-Strahlung
empfindlichen Bojen unter denen, die gegeniiber groBen Wellen unempfindlich sind. 6 BE

Die weiteren Aufgaben 1.2 - 1.3 sind nicht mehr relevant.
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Losungsvorschlag A5: Bedingte Wahrscheinlichkeit: FOS13 MT 2017, Bl 3 - adaptiert

1.1  Es werden folgende Ereignisse betrachtet:
W: Eine Boje ist empfindlich gegeniiber Wellenschaden
U: Eine Boje ist empfindlich gegeniiber UV-Strahlung
Laut Angabe sind dann die folgenden Wahrscheinlichkeiten gegeben:

P(W) = 0,05 Pw(U) =0,4 P(WNU)=0,9

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit Py(U), die nach Deklaration im Baumdiagramm gerade p ist.
Die gegebene Wahrscheinlichkeit P(W N U) entspricht dem untersten Zweig, sodass nach den
Pfadregeln im Baumdiagramm gilt:

P(WNT) =009
— 095 (1-p)=09
<= 0,95-0,95p =0,9 |-0,9
— 0,05-0,95p =10 | +0,95p
— 0,05=095p  |:0,95
. 5
95
) 1
19

Der Anteil der gegeniiber UV-Strahlung empfindlichen Bojen unter denen, die gegeniiber groBen
Wellen unempfindlich ist betragt 1.
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Aufgabe 6 - Bedingte Wahrscheinlichkeit: FOS13 MT 2018, Bl 2 - adaptiert
In einer Postfiliale werden die auszuliefernden Pakete nur nach Privat- oder Firmenadressen unterschieden.

1.0  Der Anteil an Privatadressen in dieser Postfiliale betragt 70 %. ErfahrungsgemaB kénnen 20 %
aller Pakete nicht direkt zugestellt werden.

1.1 Die Halfte dieser nichtzustellbaren Pakete tragt erfahrungsgemaB eine Privatadresse. Verwenden
Sie die Bezeichnungen E: ,Das Paket hat einen privaten Empfanger.” und Z: ,Das Paket kann
nicht direkt zugestellt werden.”, um die Wahrscheinlichkeiten zu ermitteln, dass

a) ein Paket, das direkt zugestellt werden konnte, keinen privaten Empfanger hat.

b) ein an einen privaten Empfanger adressiertes Paket direkt zugestellt werden konnte.

7 BE

Die weitere Aufgabe 1.2 ist nicht mehr relevant.

Losungsvorschlag A6: Bedingte Wahrscheinlichkeit: FOS13 MT 2018, Bl 2 - adaptiert
1.1 Es werden folgende Falle betrachtet:

E: Das Paket hat einen privaten Empfanger
E: Das Paket hat keinen privaten Empfanger
Z: Das Paket kann direkt zugestellt werden
Z: Das Paket kann nicht direkt zugestellt werden
Laut Angabe sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten gegeben.
P(E)=0,7
P(Z)=0.2
P(ZNE)
Ps(E) = ——=—=0,5

= P(ZNE)=05-02=0,1

Mithilfe dieser Ergebnisse lasst sich nun eine Vierfeldertafel entwickeln, aus der man alle gesuchten
Wahrscheinlichkeiten ermitteln kann:

E | E| X E| E | X
VA N Z 061(02]08
Z 1|01 0,2 Z101/01]02
> 107 1 > 107103 1
Damit ergeben sich die gesuchten Wahrscheinlichkeiten der Aufgabe:
- P(ZNE) 0,2
Pz(E) = ——=— = =0,25
a) Z( ) P(Z) 0,8 ===
P(ENZ) 06
b) Pe(Z) = ——- = ~ 0,857
) Pel?) PE) 07 =

(2lermn.de
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Aufgabe 7 - Bedingte Wahrscheinlichkeit: FOS13 MT 2016, Bl 1 und 3

1.0  Einem Eishockey-Trainer stehen insgesamt 15 Spieler zur Verfligung, wobei es sich um zwolf
Feldspieler und drei Torhiiter handelt.

1.1 Vor Spielbeginn laufen alle 15 Spieler hintereinander in die Arena ein. Ermitteln Sie, wie viele
verschiedene Reihenfolgen es dafiir gibt, wenn der Spielfiihrer als Letzter das Eis betritt.

1.2 Bestimmen Sie, wie viele Moglichkeiten der Trainer fir die Anfangsaufstellung hat, wenn zu
Beginn vier Feldspieler und ein Torhiiter auf dem Eis stehen.

2 Zur neuen Saison kaufen sich alle Spieler neue Schlittschuhe, wobei 20 % der Spieler den sehr
teuren Schlittschuh |, Spirit" wahlen. 90 % der Spieler, die ,Spirit" tragen, bekommen keine
Blasen an den FiiBen. Insgesamt erhalten 28 % der Spieler Blasen an den FiiBen. Bestimmen Sie
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufallig ausgewahlter Spieler, der keine Blasen hat, nicht

,Spirit" tragt.
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Losungsvorschlag A7: Bedingte Wahrscheinlichkeit: FOS13 MT 2016, Bl 1 und 3

1.1

1.2

Es sind insgesamt 15 Spieler, wovon einer Spielfiihrer ist und 14 andere normale Spieler sind. Da
der Spielfiihrer als letztes einlaufen soll, ist dessen Einlaufposition bereits festgelegt. Betrachtet
man die Positionen der anderen Spieler, so bleiben fiir einen Spieler noch 14 freie Positionen.
Fir den nachsten bleiben noch 13 freie Positionen, da eine besetzt ist. Fiir den nachsten bleiben
entsprechend noch 12, dann 11... SchlieBlich ergibt sich Anzahl der Reihenfolgen wie folgt:

1411 = 87178291200

Von 12 vorhandenen Feldspieler werden 4 Platze besetzt, wahrend aus den 3 verfiigbaren
Torhiitern einer ausgewahlt wird. Fiir die Aufstellung ergibt sich dann die folgende Anzahl an

Moéglichkeiten:
12 3
(). (2) 5.5

Laut Angabe gilt:

P(S) = 0,2 (20 % wahlen den Schuh ,Spirit")
P(B) = 0,28 (Insgesamt 28 % der Spieler erhalten Blasen)
0,9

Ps(B) = (90 % der Spieler die ,,Spirit" tragen, haben keine Blasen)

Fiir die Wahrscheinlichkeit Ps(B) gilt auBerdem:

—. P(SNB)
Ps(B) = ——=—
P(SNB)
09= —~— —~ -0,2
= : 02 |-0,
= P(SNB)=0,18
Mit diesen Werten lasst sich nun eine Vierfeldertafel erstellen und entsprechend erganzen:
S S ) S S | =
B 0,28 N B | 0,02|0,26 | 0,28
B | 0,18 B | 0,18 | 0,54 | 0,72
> 102 1 >1021] 08 1

Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufalliger Spieler, der keine Blasen hat, nicht
,Spirit" tragt. Mithilfe der Werte aus der Vierfeldertafel kann nun diese Wahrscheinlichkeit
bestimmt werden:

P(SNB) 054 075
P(B) 072 ==

(2lermn.de
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Aufgabe 8 - Bedingte Wahrscheinlichkeit: FOS13 MT 2016, Bll 3 - adaptiert

1.0  Zwei Firmen A und B liefern Objekttrager an das Labor des pathologischen Instituts. Von den
Objekttragern der Firma A sind 2 % fehlerhaft, von jenen der Firma B sind es 3 %.

1.1 Von allen gelieferten fehlerhaften Objekttragern stammen % von der Firma A. Berechnen Sie,

welchen Anteil die Objekttrager der Firma A in der Gesamtlieferung ausmachen.

Die weiteren Aufgaben 1.2 - 1.2.2 sind nicht mehr relevant.
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Losungsvorschlag A8: Bedingte Wahrscheinlichkeit: FOS13 MT 2016, Bll 3 - adaptiert

1.1  Aus den gegebenen Werten lasst sich folgendes Baumdiagramm erstellen:

P(ANF)=p- 3%

- P(F)

P(BNF)=(1-p) 135

Dabei steht F fiir einen fehlerhaften Objekttrager und F fiir einen nicht fehlerhaften Objekttrager.
Gesucht ist p, was letztlich dem Anteil der Firma A in der Gesamtlieferung entspricht. Laut
Angabe gilt Pe(A) = 2. Aus der Berechnungsvorschrift von Pg(A) kann p ermittelt werden. Die
Werte werden dabei dem Baumdiagramm entsprechend der Pfadregeln entnommen:

2
3 = PF(A)
— 2 P(ANF)
3 P(F)
2 o5 P
= ==
3 2-(1-p)+i5-p
ea) 2_ 2
3 3(1-p)+2p
2 2p
= = -(3-
37 3-p |-(3-p)
2
<~ §(3—P)=2P
2 2
— 2-Sp=2 2
P=2p |+3p
= 2—§ | 3
— 3P 8
< —9
P=3
= p=0,75

Somit haben die Objekttrager der Firma A also einen Anteil von 75 % an der Gesamtlieferung.
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In einer Jahrgangsstufe sind 51 Schiiler und diese werden in den Klassen A und B unterrichtet.
Die Schiiler der beiden Klassen haben die Méglichkeit an einem gemeinsamen Fremdsprachenkurs
teilzunehmen. % der Schiiler in Klasse A und % der Schiiler in Klasse B belegen den Fremdspra-
chenkurs. 60 % der Schiiler des Fremdsprachenkurses kommen aus Klasse A. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein beliebig ausgewahlter Schiiler in der Klasse B ist und keinen

Fremdsprachenkurs besucht.

8 BE|

Losungsvorschlag A9: Bedingte Wahrscheinlichkeit: FOS13 MT 2015, BIl 2

1

Aus den gegebenen Werten lasst sich folgendes Baumdiagramm erstellen:

Weiterhin gilt laut Angabe Pg(A) = 0,60. Aus der Berechnungsvorschrift von Pg(A) kann p
ermittelt werden. Die Werte werden dabei dem Baumdiagramm entnommen.

0,6 = Pe(A)
P(AﬂF)
< O,6-w
p-l
— 0,6 = 3
p-3+(1-p)-;
4p
= 6=_-— (3+
3o -(3+p)
= 0,6(3+p) =4p
— 1,8 +0,6p = 4p |- 0,6p
= 1,8 =3,4p |:3,4
— _ 2
P=17

Damit kann schlieBlich gemaB der Pfadregeln die gesuchte Wahrscheinlichkeit bestimmt werden:

— 9 3 6
onn-(1-2) 3-8

(
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Musterpriifung nach LehrplanPLUS
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1.0 Gegeben ist die Funktion F(x) = /x - €™ mit Dg.max = ]0; oo].

1
1.1  Zeigen Sie, dass F(x) eine Stammfunktion von f(x) = <W_ - \/>_<> - e ist.
X
1.2 Berechnen Sie die exakte MaBzahl des Volumens der Korpers der entsteht, wenn der Graph von

F(x) im Intervall [1; 2] um die x-Achse rotiert.

Ix+2
. . . . _ 2 . — .

2 Betrachtet wird nun die gebrochenrationale Funktion g(x) = 18116 mit Dy = R. Zeigen
Sie dass fiir die Funktion g(x) und deren erste Ableitung g’(x) der Zusammenhang gg,(();)) =-—x—4
gilt

. : x> +3 :
3.0  Weiterhin sind die Funktionen h(x) = 27> und k(x) = arctan(h(x)) mit Dp.max = Dimax = R

gegeben.

3.1  Untersuchen Sie die Graphen der Funktionen h(x) und k(x) auf Symmetrie zum Koordinatensystem.

2
3.2.0 Die erste Ableitung der Funktion h(x) ist gegeben zu h'(x) = ﬁ (Nachweis nicht
—X p—
erforderlich).
3.2.1 Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle des Graphen von h(x).

3.2.2 SchlieBen Sie aus dem Ergebnis der letzten Teilaufgabe auf das Monotonieverhalten des Graphen

von k(x).
3.3  Begriinden Sie, dass die Funktion u(x) = h(x) mit D, = [1; oo[ umkehrbar ist und weisen Sie

4
nach, dass ihr Graph durch den Punkt (— 3 ‘ 1> verlauft.

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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1.1 Um nachzuweisen, dass es sich um eine Stammfunktion handelt, muss F'(x) = f(x) gezeigt
werden. Die erste Ableitung wird mithilfe von Produkt- und Kettenregel berechnet.

F(x) = v/x- e~
F(x) = [(\/_)' e 4 x- (e7F '] (Ansatz Produktregel)
2\/_ e+ x e (-1) (Anwendung)
= i} e =X e (€™ Ausklammern)
J— 1 —_ —X
(-
= f(x) q.e.d

1.2 Fiir das Volumen muss der Term nj(F(x))zdx berechnet werden. Zunachst wird das Integral
1
ohne Integrationsgrenzen berechnet. Dafiir wird partiell integriert.

JFPox — (VR Pox — [ e)bx — ~Leox- [~Lean

1 —X —2x _ 1 1 _ 1 —2X
= —xe + j >€ dx = —§xe - Ze = (—ix— Z) e

Fiir das Rotationsvolumen gilt damit:
2
1 1 2 1 1 1 1
24 A ] st 22 (L ) 21
V= nlf () e = n[( 2 4>e L n((z 2 4>e <2 ! 4)e >
— _1_1 2 _ _§—4 §—2>
((1 ) <2 4>e >_n< ;¢ *3¢ )VE

2 Um den gegebenen Zusammenhang zu zeigen, wird zunachst mithilfe der Quotientenregel die
erste Ableitung der Funktion g(x) berechnet.

(x) = —x—i—2
glx x2 4 8x + 16
2)" - 8x +16) — (2x +2) - (x? + 8x + 16)’
g'(x) = (3x+2)"- (X +8x +16) - (5x + 2) - (x* + 8x + 16) (Ansatz Quotientenregel)

(x? + 8x + 16)2

L2+ 8x+16)— (2x+2) - (2x +8)
— 2 02 1 B0 j OE (Anwendung)
1. (2 (2
_ 5 .W K/_’_/gﬂqﬁy K.. )
B (x2 + 8x + 16)7 (Karzen
-1
_ 2 - _
@ iexr1e MtPe=Ds
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Damit folgt:
g(x) x2+8x+16 x2+8x+16 x24+8xF 16 -1 2
=-x—-4 q.ed.

3.1  Fur die Untersuchung der Symmetrie wird h(—x) betrachtet:

(—x)?+3  x*+3

h(=) = —(—x)?-2 x2-2 h(x)

Wegen h(—x) = h(x) liegt Achsensymmetrie zur y-Achse vor. Dieses Ergebnis wird fir die
Untersuchung von k(x) verwendet.

k(—x) = arctan(h(-x)) = arctan(h(x)) = k(x)

Auch fiir k(x) liegt also Achsensymmetrie zur y-Achse vor.

Alternative:

Alternativ kann fiir h(x) auf die Achsensymmetrie geschlossen werden, da nur geradzahlige
Potenzen von x vorliegen.

Fur k(x) = arctan(h(x)) folgt aus der Tatsache, dass h(x) achsensymmetrisch ist auBerdem
direkt, dass k(x) ebenfalls achsensymmetrisch ist.

3.2.1 Zunichst wird die Nullstelle von h’(x) bestimmt. Diese entspricht der Nullstelle des Zahlerterms:
h'(x)=0 = 2x=0 <<= x=0

Anhand einer Vorzeichentabelle wird (iber das Monotonieverhalten entschieden:

X x<0 x=0 0<x Skizzen
h(x)-Zahler: 2x - 0 + 74&
h’(x)-Nenner: (—x2 — 2)? + + + +\O/+x
h'(x) - 0 +
Gh AW TIP v

Der Graph von h(x) ist demnach streng monoton fallend im Intervall ]-o0; 0] und streng monoton
steigend im Intervall [0; ool.
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3.2.2 Fur die Ableitung von k(x) gilt mithilfe der Kettenregel:

1
k(X) = arctan(h(x)) kI(X) = W . h/(X)
1
Da der Bruch ————— nun aber stets positiv ist, stimmen Vorzeichen der ersten Ableitung von
1+ (h(x))?

k(x) und h(x) tberein, weswegen deren Graphen auch im Monotonieverhalten ibereinstimmen.
Demnach ist auch der Graph von k(x) streng monoton fallend im Intervall ]-0o; 0] und streng
monoton steigend im Intervall [0; ool.

3.3 Der Graph von h(x) und damit auch der von u(x) ist im Intervall D, = [1; oo stetig und streng
monoton steigend. Somit ist die Funktion u(x) umkehrbar.
4
Um zu zeigen, dass der Graph der Umkehrfunktion u™(x) durch den Punkt <— 3 ’ 1) verlauft,

4
muss nachgewiesen werden, dass der Graph von u(x) durch den Punkt (1 ‘ = §) verlauft. Dazu

wird der entsprechende Funktionswert berechnet.
12+3 4 4
(D= ="5 =573

4
Damit verlduft der Graph der Umkehrfunktion u™(x) durch den Punkt ( ~3 ‘ 1).

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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1.0  Gegeben sind die Funktionen h(x) = x - & und g(x) = (x— 1) - &+ mit D, = D, = R.
1.1  Weisen Sie nach, dass es sich bei g(x) um eine Stammfunktion von h(x) handelt.

1.2 Untersucht wird nun eine Funktion f(x) fur die f'(x) = g(x) und f”(x) = h(x) gilt. Geben Sie
das Monotonieverhalten sowie Abszisse von Extrempunkt und Wendepunkt an.

2

1.3 Bestimmen Sie den exakten Wert des Integrals [(g(x) — h(x))dx.
0

2.0  Nachfolgende Abbildung zeigt einen Ausschnitt des Graphen einer Funktion k(x), wobei es sich
um ein Polynom fiinften Grades handelt und D, = R gilt.

Gy

2.1  Treffen Sie anhand der gegebenen Abbildung eine Aussage zu Nullstellen, Symmetrie und

Monotonie des Graphen von k und geben Sie die Koordinaten der sichtbaren Extrema auf eine
Nachkommastelle genau an.

2.2 Zeichnen Sie in die gegebene Abbildung eine qualitativ korrekte Skizze des Graphen der ersten
Ableitung der Funktion k(x), die die wesentlichen Eigenschaften und Punkte der Ableitung

beriicksichtigt.
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FOR

BILDUNG! | PAS ABL 2024

VORBEREITUNG AUF A
\ 4

lern.de



1.0

1.1

1.2

) lern

www.lern-verag.de

Betrachtet werden die Funktionen h mit h(x) = x - " und g mit g(x) = (x - 1) - .

Nachweis der Stammfunktion
Um zu zeigen, dass g(x) eine Stammfunktion von h(x) ist, muss g'(x) = h(x) gezeigt werden.
Die erste Ableitung wird mithilfe der Produktregel bestimmt:

g'(x) = {(x— 1) et 4 (x=1) - (ex+1)'} (Ansatz Produktregel)
=1-& 4 (x=1)-et-1 (Anwendung)
= px. el —et? (Zusammenfassen)

Monotonieverhalten und Extrempunkt
Mit f'(x) = g(x) ist der Term der ersten Ableitung bereits gegeben. Zunachst wird deren Nullstelle
bestimmt, die der Nullstelle des linearen Terms entspricht, da die Exponentialfunktion niemals

null wird:
fx)=g(x) =0 = x-1=0 < x=1

Um das Monotonieverhalten zu bestimmen und zu ermitteln ob bei x = 1 tatsachlich ein
Extrempunkt vorliegt, wird eine Vorzeichentabelle der ersten Ableitung betrachtet.

X x <1 x=1 1 <x Skizzen

f'(x) - 0 +
Gy \ TIP ~

Demnach ist der Graph von f im Intervall |-0o; 1] streng monoton fallend und im Intervall [1; oo
streng monoton steigend. Bei x = 1 liegt damit ein Tiefpunkt der Funktion.

Wendepunkt
Auch fiir die zweite Ableitung f”(x) = h(x) wird zunichst die Nullstelle bestimmt:

f'(x)=h(x)=0 = x=0

Um zu bestatigen, dass ein Wendepunkt vorliegt, wird auch hier eine Vorzeichentabelle betrachtet:

(2lernde
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X x <0 x=0 0<x Skizzen
+
X - 0 + _704x
ex+1 —+ + + +/+
0 X
f(x) - 0 +
Gt m WEP N\

Demnach liegt ein Wendepunkt bei x = 0.

1.3 Gesucht ist der exakte Wert des gegebenen Integrals:

2 2 2
[(g0)=h))ax = [((x=1)- e =x- e )dx = [(x-eF! - —x- & )dx
0 0 0
2 2 5
= J(—ex“)dx — —feXJ“ldx =- [eXH}O = —(3-et)=el-¢
0 0

2.1 Nulistellen
Die Nullstellen lassen sich aus der Abbildung ablesen zu x = =2, x =1 und x = 4.

Monotonie und Extrema
Im Rahmen der Ablesegenauigkeit liegt ein Hochpunkt mit den Koordinaten HOP ( —1,3

und ein Tiefpunkt mit den Koordinaten TIP (3,3|-4,5) vor.

4,5)

Daraus ergibt sich, dass der Graph von k in den Intervallen |-00; —=1,3] und [3,3; oo streng
monoton steigend und im Intervall [-1,3; 3,3] streng monoton fallend ist.

Symmetrie

Aus dem Verlauf des Graphen ergibt sich, dass weder Punkt- noch Achsensymmetrie zum
Koordinatensystem vorliegt.

Hinweis (Angabe nicht erforderlich): Anhand des gezeigten Verlaufs des Graphen und der Werte der Nullstellen
und Extrempunkte ergibt sich, dass Punktsymmetrie zum Punkt (1]0) vorliegt.

2.2 Aus dem Verlauf des gezeigten Graphen ergeben sich folgende wesentliche Merkmale und wichtige
Punkte fir den Graphen der ersten Ableitung:

- Gy ist in den Intervallen [-oo; —1,3] und [3,3; oo[ streng monoton steigend und im Intervall
[-1,3; 3,3] streng monoton fallend

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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= ist Gy steigend, verlauft G, unterhalb der x-Achse; ist Gy fallend, verlauft G,/ oberhalb
der x-Achse

= je steiler der Verlauf von Gy, desto weiter liegen die Werte von k'(x) an dieser Stelle
von der x-Achse entfernt

- k(x) hat bei x &~ -1,3 und x ~ 3,3 eine Extremstelle
= Gy hat bei x =-1,3 und x = 3,3 eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel
- k(x) hat bei x = 1 einen Terrassenpunkt

= Gy hat bei x = eine Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel (Beriihrungspunkt mit der
x-Achse)

Vollstandige Darstellung:

v><

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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Im Folgenden werden relative Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

1

2.0

2.1

2.2

In einem Bergwerk werden Besichtigungstouren angeboten. Als besondere Attraktion endet die
Bergwerkstour dabei mit der Fahrt einer traditionellen Bahn, mit welcher der Bergwerksstol-
len verlassen wird. Die Bahn besteht aus einzelnen Wagen, wobei pro Wagen acht Personen
hintereinandersitzend befordert werden kénnen.

Das Ehepaar Miiller nimmt an einer solchen Besichtigung teil und nimmt mit sechs weiteren
Touristen auf einem solchen Wagen Platz. Geben Sie jeweils einen Term zur Berechnung der
Anzahl der verschiedenen Belegungen an, die in den folgenden Féllen jeweils moglich ist, wenn
zwischen den einzelnen Gasten unterschieden wird.

a) Auf dem Wagen wird rein zufallig Platz genommen.
b) Die Ehepartner sitzen hintereinander.

c) Die Ehepartner sitzen ganz vorn, also auf dem 1. und 2. Platz von vorn.

Der Eingang zum Bergwerk befindet sich an einem Berg. Die Strecke von der Talstation zur
Bergstation, wo sich der Eingang zum Bergwerk befindet, kann entweder gewandert oder mit
einer Seilbahn gefahren werden. An der Talstation werden deshalb alle Besucher gefragt, ob sie

die Seilbahn (S) benutzen oder nicht (S) und ob sie oben angekommen das Bergwerk besichtigen

wollen (B) oder nur die Aussicht genieBen wollen. (B). Die Besucherstatistiken haben gezeigt, dass
65 % der Besucher mit der Seilbahn fahren und das Bergwerk besichtigen. Von allen Besuchern
nimmt nur jeder vierte die Seilbahn und sieht sich nicht das Bergwerk an.

Die Wahl eines zufallig herausgegriffenen Besuchers wird als Zufallsexperiment aufgefasst.

13
Zuséatzlich ist die Wahrscheinlichkeit Pg(S) = T gegeben. Erstellen Sie eine vollstindige

Vierfeldertafel. Bestimmen Sie weiterhin die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufallig gewahlter
Besucher...

a) ...das Bergwerk besichtigt und nicht mit der Seilbahn fahrt.
b) ...der sicher mit der Seilbahn fahrt nicht das Bergwerk besichtigt.

Berechnen Sie, aus wie vielen Besucher die Statistik gewonnen wurde, wenn 1600 Besucher nicht
die Seilbahn genutzt haben und nicht ins Bergwerk gegangen sind.

(2lermn.de



) lern

www.lern-verag.de

1 Auf einem Wagen mit acht freien Platzen findet das Ehepaar Miiller und zusatzlich sechs weitere
Touristen Platz.
a) Wenn die Platze rein zufallig besetzt werden, so gibt es fiir den ersten Fahrgast (egal ob
Ehepartner Miiller oder anderer Tourist) noch 8 freie Platze, fiir den zweiten noch 7 usw..
Damit gibt es 8! Moglichkeiten. (Fakultdt muss nicht berechnet werden).

b) Es gibt folgende Anordnungen, wenn die beiden Ehepartner (M) immer hintereinander
sitzen wollen:

MMTTTTTT, TMMTTTTT, TTMMTTTT, TTTMMTTT,
TTTTMMTT, TTTTTMMT, TTTTTTMM

Es gibt also 7 Anordnungen. Die beiden Platze des Ehepaars Miiller konnen dabei jeweils
von dem einen oder dem anderen Ehepartner besetzt werden (2 - 7). Fir die restlichen fiinf
freien Platze gibt es wie in Teilaufgabe a) 6! Moglichkeiten. Damit gibt es also insgesamt

276! Moglichkeiten.

c) Es gibt zwei Moglichkeiten die Ehepartner auf den vordersten Sitzplatzen anzuordnen.
Wiederum gibt es fiir die restlichen sechs freien Platze 6! Moglichkeiten, sodass es insgesamt
2. 6! Moglichkeiten gibt.

= 1
2.1  Gegeben ist P(BNS) =0,65 und P(BNS) = 1= 0,25. Zudem gilt:
P(BNS) 13
P =——"=— 14
() P(B) 14 |
0,65
4. ——=1 -P(B
= P(B) 3 |- P(B)
= 9,1=13-P(B) |: 13
= P(B)=0,7
Damit kann eine Vierfeldertafel erstellt und entsprechend erganzt werden:
B B B B
S 0,65 0,25 S 0,65 0,25 0,9
— = —
S S 0,05 0,05 0,1
0,7 1 0,7 0,3 1

Damit kénnen die gesuchten Wahrscheinlichkeiten bestimmt werden:
a) P(BNS)=0,05

b) Hier handelt es sich um eine bedingte Wahrscheinlichkeit, da die Wahrscheinlichkeit fiir B
gesucht ist, unter der Voraussetzung, dass S bereits eingetreten ist:
P(BNS) 025 _

Ps(B) = 5 0o 0218

(2lermn.de
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2.2 Aus der Vierfeldertafel kann P(BN'S) = 0,05 abgelesen werden. Dies entspricht einer Anzahl
von 1600 Personen. Fiir die Gesamtzahl n folgt daraus:

Prozentwert
Prozentsatz = ——————
Gesamtzahl n
1
0.05 — 090 -n
n

<— 0,05n = 1600 |- 20
<— n=32000

zEm @ VORBEREITUNG AUF
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In einem Café werden verschiedene Arten von Getranken und diverse Kuchen, Torten und anderes
Geback angeboten. ErfahrungsgemaB bestellen 20 % der Kunden ausschlieBlich ein Getrank ohne
etwas dazu zu essen.

Es werden nun die Bestellungen der nachsten zehn Kunden betrachtet. Berechnen Sie fir die
folgenden Ereignisse jeweils die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten. Geben Sie hierzu auch den
Rechenweg an.

E;: , Jeder der Kunden bestellt ausschlieBlich ein Getrank.”
E,: ,,Nur die ersten drei Kunden bestellen ausschlieBlich ein Getrank.”

Es: ,Nur der erste, der dritte und der achte Kunden bestellen ausschlieBlich ein Getrank.”

Die angebotenen Speisen werden in die Kategorien Torte (T), Kuchen (K) und Geback (G)
unterteilt. Nachfolgend werden nur Kunden betrachtet, die mindestens eines der angebotenen
Speisen bestellen, dabei aber auch mehr als eines bestellen kénnen.

Aus den Erfahrungen der bisherigen Bestellungen ist bekannt, dass jeder dritte Kunde ein Stiick
Torte bestellt. Unabhangig davon entschlieBt sich die Halfte der Kunden fiir ein Stiick Kuchen.
Wurde nur Torte oder nur Kuchen bestellt, entscheiden sich 40 % der Kunden noch fiir ein Stiick
Geback. Wurde sowohl Torte als auch Kuchen bestellt, nehmen nur 20 % der Kunden ein weiteres
Stiick Geback.

Die Bestellung eines zufalligen Kunden wird als Zufallsexperiment aufgefasst. Bestimmen Sie
mithilfe eines vollstandigen Baumdiagramms die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kunde genau zwei

der drei angebotenen Speisen bestellt.

Beim Verlassen des Cafés werden die Kunden nach ihrer Zufriedenheit befragt. Dabei geben diese

an, ob sie zufrieden (Z) oder unzufrieden (Z) sind und ob sie eine Speise (S) gewahlt hatten
oder ausschlieBlich ein Getrank (S) bestellt haben.

Die bereits bekannte Quote von 20% der Kunden die ausschlieBlich ein Getrank bestellen
bestatigt sich auch in der Umfrage. Unzufrieden ist nur jeder zwanzigste der befragten Kunden.
695 Kunden haben eine Speise bestellt und sind zufrieden mit ihrem Besuch. Insgesamt wurden
900 Kunden befragt.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufalliger befragter Kunde, welcher bereits

eine Speise gewahlt hat, unzufrieden mit seinem Besuch war.

(2lermn.de
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Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufalliger Kunde ausschlieBlich ein Getrank bestellt betragt 0,2.
Damit kann jeweils ein Term zur Berechnung der einzelnen Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse
angegeben werden:

Wenn alle zehn Kunden ausschlieBlich ein Getrank bestellen, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit:
P(E;)=02-0,2-02-0,2-0,2-02-0,2-02-0,2-0,2=0,2"

Nur die ersten drei Kunden bestellen ausschlieBlich ein Getrank. Somit gilt fir die Wahrschein-
lichkeit:

P(E;) =0,2-0,2-0,2-0,8-0,8-0,8-0,8-0,8-0,8-0,8=0,8"-02

Fir das dritte Ereignis bestellen nur der erste, der dritte und der achte Kunde ausschlieBlich ein
Getrank. Somit gilt:

P(E;)=02-0,8-0,2-0,8-0,8-08-0,8-02-0,8-0,8=0,8"-023

(Anmerkung: Die Angabe eines Terms reicht, es miissen keine Prozentangaben gemacht werden.)

Mit den gegebenen Werten kann ein Baumdiagramm erstellt werden. -
Dabei stehen T, K und G jeweils fiir die Bestellung der verschiedenen Speisen, wahrend T, K
und G dafir stehen, dass der Kunde sich gegen diese Speisen entschieden hat.

Anmerkung: In der letzten Zeile beim letzten Pfad muss eine Wahrscheinlichkeit von 100 % = 1
vorliegen, da nur Kunden betrachtet werden, die mindestens eine Art Speise bestellt haben..

/®<50@ P({TKG}) =1.1.2 _ 2

% (@) PTReh=t i h=d
1/®<5\®<;0@ P{TKG)) =11 4 =4
: 1%@ PTKG =11 &§=5
. @(ﬁ)@ P({TKG}) =214 =8
3\G><5 %@ PUTKG)) =31 5 =12

1

RO SEORICHEEREE

Es werden die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse addiert, die genau zwei bestellten Speisearten
entsprechen:

b 8 4+8_§_1
60 60 60 60 3

P({TKG; TKG; TKG

(2lernde
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3 Insgesamt bestellen 0,2 - 900 = 180 Kunden ausschlieBlich ein Getrank. Jeder zwanzigste Kunde,
also insgesamt % - 900 = 45 Kunden sind unzufrieden. Mit den gegebenen Zahlenwerten kann
dann eine Vierfeldertafel erstellt werden:

S S S S
Z 695 Z 695 160 855
z 45 - z 25 20 45
180 900 720 180 900

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit berechnen sich dann mithilfe der Zahlen aus der Vierfeldertafel
wie folgt:

P(ZnS) 25 5
P(S) 720 144

Ps(Z) =

zeIm @ VORBEREITUNG AUF é
lern.de
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2x? -5 5 :
1.0  Gegeben ist die Funktion f(x) = X1X+ mit der maximalen Definitionsmenge Df C R. lhr
— X

Graph wird mit G¢ bezeichnet.
1.1  Geben Sie die Definitionsmenge der Funktion an und untersuchen Sie sie auf Nullstellen.

1.2 Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte an den Randern des Definitionsbereichs und
ermitteln Sie die Gleichungen aller Asymptoten.

1.3 Ermitteln Sie das Monotonieverhalten sowie Art und Koordinaten der Extrempunkte des Graphen
von f.

-2x% + 4
Mogliches Zwischenergebnis: X+X1

(1-x)?

X

1.4.0 Weiterhin ist die Funktion F(x) = jf(t)dt mit Definitionsbereich Dg = |-00; 1] gegeben.
0

1.4.1 Geben Sie mithilfe der Ergebnisse der letzten Teilaufgaben das Monotonieverhalten und die
Abszisse moglicher Wendepunkte an. 2 BE

EH

1.4.2 Bestimmen Sie eine integralfreie Darstellung des Funktionsterms von F(x). -

1.5 Untersuchen Sie die Funktion g(x) = arctan(f(x)) hinsichtlich ihrer Definitionsmenge, Nullstellen,
Asymptoten, Monotonieverhalten und der Abszissen der Extrema.

2.0  Gegeben ist die Funktion h(x) = 10 - €% mit D;, = R und zusatzlich die Funktionen p(x) =
0,1-(x—a)®>+bund {(x) = cx +d mit a,b,c,d € R.

Die Funktionen p(x) und ¢(x) sollen dabei im Intervall [0; 5] als Naherungen fiir die Funktion
h(x) betrachtet werden, um verschiedene Rechnungen erleichtern zu kénnen. Dazu ist festgelegt,
dass die Funktionswerte von h(x), p(x) und ¢(x) jeweils an den Stellen x = 0 und x = 5
ubereinstimmen sollen.

2.1 Bestimmen Sie die Werte der Parameter a,b,c und d. Runden Sie, sofern nétig, auf zwei
Nachkommastellen genau.
[Zwischenergebnis: ¢ = -1,26; d = 10] 3 BE

2.2 Die Rotationsvolumina der Korper, die bei Rotation von h(x), p(x) und ¢(x) um die x-Achse im
Intervall [0; 5] entstehen, sollen verglichen werden. Diese werden entsprechend der Funktionsglei-
chung als Vy, V,, und V, bezeichnet, wobei V, = 700,8 VE bereits vorgegeben ist. Ermitteln Sie,
um wieviel Prozent (gerundet auf eine Nachkommastelle) die Werte V,, und V, gréBer sind als

Vi

(2lermn.de
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3.0 Ineinem Gleichstromkreis befindet sich eine Spule. Zusatzlich zum iblichen ohmschen Widerstand
muss deswegen zusatzlich ein induktiver Widerstand beriicksichtigt werden. Betrachtet man den
Einschaltvorgang in diesem Stromkreis, so wird der Verlauf des Stromes in Abhéngigkeit der Zeit

t > 0 beschrieben durch die Differentialgleichung I(t) -R=U-L- i(t)

Die Werte R, U und L sind dabei abhéngig von den verwendeten Bauteilen. Einheiten bleiben im
Folgenden unberiicksichtigt.

3.1  Da es sich um einen Einschaltvorgang handelt, ist 1(0) = 0. Bestimmen Sie die spezielle Lésung
der gegebenen Differentialgleichung.

R
Magliches Ergebnis: I(t) — % (1 - e_ftﬂ 7 BE

3.2  Bestimmen Sie fir U = 230, R = 46 und L = 100 zu welchem Zeitpunkt | = 3 erreicht ist.
Runden Sie den Wert fir t auf eine Nachkommastelle.

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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2 _
1.0 Betrachtet wird die Funktion f mit f(x) = leﬁ
—X

1.1  Definitionsmenge
Da nie durch null geteilt werden darf, muss auch der Nennerterm stets ungleich null sein.

1-x#0 | + x
—= x#1

Die Definitionsmenge lautet demnach Df = R\ {1}.

Nullstellen
Die Nullstellen der gebrochenrationalen Funktion entsprechen denen des Zahlerterms, bei dem es
sich um einen quadratischen Term handelt. Es wird die Diskriminante untersucht:

D=(-5)2-4-2.5=25-40=-15<0

Da die Diskriminante des Terms kleiner als null ist, hat die Funktion f(x) keine Nullstellen.

1.2 Verhalten an den Randern des Definitionsbereichs

— 00
—_——~

2x* =bx 45
x — —o0: f(x) = xl—x—l— — 00 (da ZG>NG)
- X

x — 00: f(x) — —00 (da ZG>NG)

x — 17: f(x)

2x> - 5x + 5
x — 17: f(x)zﬁé—oo
1-x
——
—0-
Gleichungen aller Asymptoten

Zunachst wird eine Polynomdivision durchgefiihrt.

echt gebr.rat. Teil
ganzrat. Teil f-’2‘\

(2x* =5x +5) : (x+1) = -2x+3 +
- (2x®2 - 2x )
-3x +5
- (-3x +3)
2

1-x

ZEIT @
FUR
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Aus dem ganzrationalen Teil der Funktion ergibt sich die Gleichung einer schiefen Asymptote zu
y = —2x + 3. Aus dem Nennerterm des echt gebrochen rationalen Anteils (oder dem Verhalten fiir

x — 1%) ergibt sich eine senkrechte Asymptote mit der Gleichung x = 1. Das Grenzwertverhalten
flir x — £o00 zeigt, dass keine waagrechte Asymptote vorliegt.

Ermitteln der ersten Ableitung
Mithilfe der Quotientenregel wird die erste Ableitung bestimmt:

2x2-=5x +5
f(x) = ————
(x) T
2x2 =5x +5)" - (1-x) = (2x* =5x + 5) - (1 =x)’
f'(x) = (=5 +5)- (Xl) ()2X x+5)-(1-x) (Ansatz Quotientenregel)
- X
4x-5) - (1-x) = (2x2=5x +5) - (-1
:(X ) - X)(l(x)2 x+5)-(-1) (Anwendung)
- X
4x —4x2 =5+ 5x + 2x2 = 5x + 5
= (1-%)? (Zusammenfassen)
- X
-2x% + 4
= W mit Dy = Dy (Zur Kontrolle angegeben)
- X

Monotonieverhalten und Art und Koordinaten der Extrempunkte
Zunachst werden die Nullstellen der ersten Ableitung ermittelt, die den Nullstellen des Zahlerterms
entsprechen:

ff(x)=0 = -2+4x=x(-2x+4)=0 = x;=0 oder x,=2

Zur weiteren Betrachtung wird eine Monotonietabelle erstellt.

x <0

x=0 0<x<l x=1 1<x<2 x=2 2<Xx

Skizzen

f'(x)-Zahler: B 0 + + 0 - _70‘\%
—2x2 + 4x

f'(x)-Nenner: + + + + + + T\t
(1-x)? 1
f'(x) - 0 + n.def. + 0 -

Gy Ny TIP N n.def. N HOP AV

Aus der Tabelle ergibt sich, dass der Graph der Funktion f(x) in den Intervallen ]-oo; 0] und
[2; oo[ streng monoton fallend, und in den Intervallen [0; 1[ und |1; 2] streng monoton steigend
ist. Fiir die Koordinaten der Extrempunkte werden noch die Funktionswerte an den entsprechenden
Stellen berechnet.

2-0°-5-0+5
=5 f(2)=

2:2-5:245 3 _ |

f0) = 1-2 -1

(2lernde
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Damit ergeben sich die Koordinaten der relativen Extrempunkte zu TIP (0]5) und HOP (2| - 3).

Betrachtet wird die Funktion F mit F(x) = [ f(t)dt mit D¢ = ]-o0; 1].

O x

Monotonieverhalten

Aus dem Verhalten der Funktionswerte fir x — —oo und x — 17, dem Fehlen von Nullstellen
und der Tatsache, dass f(x) im Intervall |-co; 1[ stetig ist, folgt, dass tberall auf Dg f(x) > 0
gilt. Wegen F'(x) = f(x) folgt also, dass die erste Ableitung von F(x) stets positiv ist und der
Graph von F(x) im gesamten Definitionsbereich streng monoton steigend ist.

Abszisse der Wendepunkte

Da F’(x) = f'(x) gilt, liegen die Wendestellen der Funktion F(x) dort, wo f(x) Extremstellen
aufweiBt. Diese liegen bei f(x) bei x = 0 und x = 2. Beriicksichtigt man den Definitionsbereich
von F(x), so folgt, dass eine Wendestelle von F(x) bei x =0 liegt.

Integralfreie Darstellung

Zu Berechnung der integralfreien Darstellung muss der Funktionsterm von f(x) integriert werden.
Dafiir wird die alternative Darstellung verwendet, die man durch Polynomdivision erhélt (siehe
Teilaufgabe zu Asymptoten), da sich diese aufgrund der einzelnen Summanden am besten
integrieren lasst:

X X

2 x
F(x) = [ o)t = [ (26+3+ = ) dt = [+ 3t-2In[1-1[]]
0 0
==>+3x=2 In(1-x) —(-0°+3-0-2In(1-0)) ==+ 2x—2In(1 -x)
N——
Betrag entfallt,

dax<1

Untersucht wird nun die Funktion g mit g(x) = arctan(f(x)).

Definitionsmenge
Grundsatzlich hat die Arcustangensfunktion keine Einschrankungen im Definitionsbereich. Die ein-
zigen Einschrankungen der Funktion g(x) sind deshalb die der Funktion f(x), weshalb D, = R\ {1}

gilt.

Nullstellen
Wegen arctan(0) = 0 stimmen die Nullstellen von g(x) und f(x) tiberein. Da f(x) keine Nullstellen
hat, weiBt auch g(x) keine auf.

Asymptoten

I

:2 T f;io T
x — 17: g(x) = arctan(f(x)) — 5 x — 17 g(x) = arctan(f(x)) — -

(2lermn.de
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Demnach liegt keine senkrechte Asymptote vor.
—00 ——00
=~ T P T
x — —00: g(x) = arctan(f(x)) — 5 x — 00: g(x) = arctan(f(x)) — -5

T

T
Es ergibt sich jeweils eine waagrechte Asymptote mit den Gleichungen y = 5 und y = —5-

Monotonieverhalten und Abszissen der Extrema
Fir die erste Ableitung der Funktion gilt:

/ 1 !
g(x):W'f(X)

Da 1+ (f(x))? im Nenner stets positiv ist, stimmen g’(x) und f'(x) im Vorzeichen, und damit
auch die Graphen von g(x) und f(x) im Verlauf Gberein. Somit ist der Graph von g(x) in den
Intervallen |-o0; 0] und [2; oo[ streng monoton fallend, und in den Intervallen [0; 1[ und [1; 2]
streng monoton steigend ist. Die Abszissen der Extrempunkte sind also x =0 und x = 2.

2.1 Zunachst werden die Funktionswerte an der Stelle x = 0 und x = 5 bestimmt:

h(0) = 10 - €020 = 10 h(5) = 10 - €2° = 10e™*

p(0)=0,1-(0-a)>+b=0,1a°+b p(5) =0,1-(5-a)>+b
=0,1-(25-10a+2a*)+b

/(0)=c-0+d=d ((5) =c-5+d=5c+d

Die Funktionswerte an einer Stelle sollen dabei jeweils ibereinstimmen. Fiir die Parabel folgt:

p(0) = h(0)
— 0,1a> +b =10 | -0,1a
= b=10-0,1a°

Eingesetzt in die zweite Gleichung der Parabel:

p(5) = h(5)

a=-10e1+ 12,5

a~ 8,82

— 0,1-(25-10a+ a°) + b= 10e™

— 0,1-(25-10a + a®) + 10-0,1a* = 10e™

= 25-a+0,1a*> +10-0,1a°> = 10e™*

= —a+125=10e"! |-12,5
= —a=10e"-12,5 |- (1)
<

<~
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Eingesetzt in die obige Gleichung folgt:

b=10-0,1a> =10-0,1 - 8,82° ~ 2,22

Fur die lineare Funktion folgt aus h(0) = ¢(0) direkt d = 10. Setzt man dies in die zweite
Gleichung der linearen Funktion ein, so folgt:

{(5) = h(5)
= 5c+ 10 = 10e! |- 10
= 5c = 10e™* - 10 |:5
= c=21-2
<= c~-1,26

2.2 Zunachst wird das Rotationsvolumen fiir die Funktion h(x) berechnet. Dabei werden die Potenz-
gesetze verwendet.

5
1 5
Vi = 7 (h(x))2dx = 7 [ (10°2*)%dx = 1007 [ e®*dx — 100x [——e-O"‘X]
h f (h(x)) f ( Of 0,4 0

— 100 [—2,5e-("4X]0 = 1007 (2,562~ (-2,5¢°) ) ~ 679,1 [VE]

Weiterhin wird das Rotationsvolumen zur linearen Funktion ¢(x) = —1,26x + 10 ermittelt:

5 5 5
Ve = [(0())?dx = [(-1,26x + 10)%dx = 7 [ (1,5867x" - 25,2 + 100)dx
0 0 0

1 1 1
—n [1,5867 32205+ 1oox] —n <1 5867 < 5~ 25> 57+ 1005 o)
~ 789,0 [VE]

SchlieBlich kann die prozentuale Abweichung bestimmt werden:

V, 7008
P = % 11,032 = 103,2°
Vi 6791 &
V, 7890
S 2 01162 = 116,2°
V, 6791 2%

Der Wert von V,, ist demnach 3,2 % und der Wert von V, 16,2 % groBer als der von V..

3.1  Die gegebene Differentialgleichung wird mithilfe der Trennung der Variablen gelost.

I.R=U-L-I | L-

= l-R+L-1=U |-1-R

VORBEREITUNG AUF

ZEIT @
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v wwuw.lern-verag.de
. 1
= L-1=U-I-R |-E
dl 1
~ —(U-1-R)-= .
= pn (U ) C | - dt
= dI:(U—I-R)-d—Lt |- (U-1-R)
1 1
= U—I.Rdlzfdt
1 1
=1 =
= U—I-Rd det
1 t
= —ﬁln(|U—I-R|)—[+C |- (-R)
R
= In(|U—I~R|):—Et+C* | exp()
R
= U-1-R|=e L™
R
— U-I-R|=¢eL" e~
R
= U-1-R=eL"-D

Dabei ist C,C%,D € R. Die Betragsstriche entfallen, da das Vorzeichen der Konstante D beliebig
gewahlt werden kann. Weiterhin folgt:

R
U-I-R=eL"-D |-U
R 1
— | .-R=eL'.D-U |.<_§>
U D _R,
< |(t)—§—§e|-

Fur die spezielle Lésung ist weiterhin gegeben, dass 1(0) = 0 ist. Damit folgt:

1(0)=0
U D _R,
———e LY =
<— R Re 0
= 9—9—0 |—E
R R R
D U
= RTR |- (-R)
— D=U

Eingesetzt ergibt sich die gesuchte spezielle Losung:

R R
I(t) = %— %e_ft = % (1 - e_ft)

ZEIT @
FUR
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3.2 Gesucht ist der Wert fiir t, bei dem | = 3 erreicht ist. Dabei werden in die Losung der letzten
Teilaufgabe die gegebenen Werte fiir U, R und L eingesetzt:

I(t) =3
230 _ 46,
—_— — e 100 =
= 16 (1 e ) 3
— 5 — 5040t — 3 |-5
— —5e 040t — 2 |+ (-5)
2
= e 040t — : |In()
2
— 0,46t — In <g) |- (~0,46)
— t= _ 1 In (g>
046 \5
= t~20

zEm @ VORBEREITUNG AUF
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2
X 4) mit Df C R. lhr Graph wird mit G bezeichnet.

X —

1.0  Gegeben ist die Funktion f(x) = arctan (

1.1  Geben Sie Definitionsmenge und die Nullstelle der Funktion an. Untersuchen Sie weiterhin das
Verhalten der Funktionswerte an den Randern der Definitionsmenge und geben Sie daraufhin die
Gleichung aller Asymptoten an.

1.2 Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von G¢ und bestimmen Sie Art und exakte Koordinaten
aller Extrempunkte.

2 _
Mogliches Zwischenergebnis: f'(x) X7~ 8x ]

T XAt (x—4)?
1.3 SchlieBen Sie anhand der Ergebnisse der letzten Teilaufgaben auf die Wertemenge der Funktion

f(x).

1.4 Stellen Sie den Graphen Gf gemeinsam mit den Asymptoten im Intervall =2 < x < 10 graphisch
dar. MaBstab x-Achse: 1cm £ 1LE; MaBstab y-Achse: 4cm = 1LE

N
o)
m

1.5 Betrachtet wird zusatzlich die Funktion g(x) = f(x) mit Dy = [1; 3]. Begriinden Sie, dass die
Funktion g(x) umkehrbar ist. Weisen Sie zudem nach, dass der Graph der Umkehrfunktion
durch den Punkt ( —arctan(2) | 2) verlauft und bestimmen Sie dessen Steigung in diesem Punkt.

1.6.0 Der Graph der Funktion f(x) kann durch die Parabel mit der Gleichung p(x) = ax® + bx + ¢
angenahert werden. Diese soll dabei ihren absoluten Hochpunkt bei (0]0) haben und an der

Stelle x = 5 mit dem Funktionswert von f(x) an dieser Stelle iibereinstimmen.

Bestimmen Sie zunachst die Werte der Parameter a,b und c. Bestimmen Sie dann die MaBzahl
des Volumens des Korpers, der entsteht, wenn die Parabel im Intervall [0; 1] um die x-Achse
rotiert. Geben Sie Zwischen- und Endergebnisse auf drei Nachkommastellen gerundet an.

1.6.1 Bestimmen Sie die Werte der Parameter a, b und c. Runden Sie bei Bedarf auf drei Nachkom-
mastellen.
[Zwischenergebnis: p(x) = 0,285x] 3 BE

1.6.2 Bestimmen Sie die MaBzahl des Volumens des Koérpers, der entsteht, wenn die Parabel im Intervall
[0; 1] um die x-Achse rotiert. Geben Sie das Ergebnis auf drei Nachkommastellen gerundet an.

2.0  Untersucht wird der Holzbestand eines Waldes. Die Funktion h(t) soll den zeitlichen Verlauf
des Holzbestandes in Tausend Raummetern angeben, dabei ist der Raummeter eine typische
Einheit im Umgang mit Holz. Durch die natirlich auftretende Vervielfaltigung der Baume ist die
Zunahme des Holzbestandes normalerweise proportional zum aktuellen Holzbestand.

Da der zu betrachtende Wald allerdings von Schadlingen befallen ist, muss zusatzlich ein
Korrekturterm beriicksichtigt werden, welcher im Modell als quadratische Abnahme beriick-
sichtigt wird. Insgesamt ist der zeitliche Verlauf des Holzbestandes damit gegeben durch die

Differentialgleichung h(t) =2-h(t)=4-h*(t) mit t > 0.

(2lermn.de
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2.1  Bestimmen Sie die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung mithilfe der Methode
der Trennung der Variablen.

2t | D
Mégliches Ergebnis: h(t) = Hezm

2.2 Der Bestand zum Zeitpunkt t = 0 betragt genau eintausend Raummeter, sodass h(0) = 1
gilt. Bestimmen Sie fiir diesen Fall die spezielle Lésung und betrachten Sie das Verhalten des

Holzbestandes auf lange Sicht.

zeIm @ VORBEREITUNG AUF é
lern.de
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2
1.0 Betrachtet wird die Funktion f mit f(x) = arctan ( . 4).
X—

1.1  Definitionsmenge
Da die Arcustangens-Funktion an sich keine Einschrankungen des Definitionsbereichs aufweiBt,

konnen Einschrankungen nur durch das Argument auftreten. Da niemals durch null geteilt werden
darf, darf auch der Nennerterm des Arguments niemals null werden:

x—4#£0 <<= x#4
Die Definitionsmenge ergibt sich also zu Dy = R\ {4}.

Nullstelle
Wegen arctan(0) = 0 stimmt die Nullstelle des Arguments mit dem der Funktion f(x) tiberein.

Das Argument wird null, wenn der Zahlerterm null wird. Dafir gilt:
X2 =0 = X120 = 0
Die Nullstelle der Funktion f(x) liegt also bei x = 0.

Verhalten an den Randern der Definitionsmenge

X2 T
x — —oo: f(x) = arctan 2 - —=
X —_—
——
——00
—_———
——00, da ZG>NG
— 00

N[ A

2
x — 00: f(x) = arctan —
x—4
——
— 00
———
—00, da ZG>NG
—16

2
x — 47: f(x) = arctan ( . > -z

2
x—>4+:f(x):arctan< > —>g

Gleichung aller Asymptoten
Aus dem Verhalten der Funktionswerte fiir x — 4% folgt, dass es sich nicht um eine Polstelle
handelt und so keine senkrechte Asymptote vorliegt. Aus dem Verhalten der Funktionswerte fiir

T T
X — F00 ergeben sich zwei waagrechte Asymptoten mit den Gleichungen y = —5 und y = 5

ZEIT @
FOR
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1.2 Ermitteln der ersten Ableitung
Mithilfe der Ketten- und Quotientenregel wird die erste Ableitung der Funktion bestimmt.

2
f =
(x) = arctan (x — 4)

_ 1 L
f'(x) = - (X2 )2 . (XX_4> ] (Ansatz Kettenregel)
- 1 2\/ . —4) - 2, -4 /
= T . () (x ( ) 4;(2 (x-4) ] (Ansatz Quotientenregel)
_xt X —
L (x—4)2
1 2x - (x—4)=x%-1
= 1+ (xi)z : (x— 472 (Anwendung)
B 1 2x% — 8x — x? ’ g
= §X_4g§ o X4)2 : (x—4)2 (Hauptnenner bilden)
x—4 x—4
1 x2 — 8x )
= AP (x—4)2 (Doppebruch auflésen)
(x—4)2

(x—4)%  x*-8x (Kiirzen)
= . urzen
(x—4)2 +x* (x—4)%
x2 - 8x _
= m mit Dy = Dy (Zur Kontrolle angegeben)
Monotonieverhalten und Art und Koordinaten der Extrempunkte
Zunachst werden die Nullstellen der ersten Ableitung bestimmt, die den Nullstellen des Zahlerterms

entsprechen.
f'(x)=0
= x*—8x =0
= x(x-8)=0
= x1 =0 oder x,=38

Uber das Monotonieverhalten wird mit einer Vorzeichentabelle entschieden.

X x<0 x=0 0<x<4 x=4 4<x<8 x=8 8<x| Skizzen
f'(x)-Zahler: + 0 - - 0 + %&x
x2 — 8x 0 8

f'(x)-Nenner: + + + + + + N,
x4+ (x—4)?

f'(x) + 0 - n.def. - 0 +

Gt /*  HOP N n.def. N TIP v

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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1.5
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Der Graph der Funktion f(x) ist demnach streng monoton fallend in den Intervallen [0; 4] und
|4; 8] und streng monoton wachsend in den Intervallen |-co; 0] und [8; oco[. Durch Einsetzen
werden die Funktionswerte der Extremstellen bestimmt:

f(0) = arct
(0) = arctan (0

02 82

4) =arctan(0) =0  f(8) = arctan <8 4) = arctan(16)

Die Koordinaten der relativen Extrempunkte lauten HOP (0] 0) und TIP (8] arctan(16)).

Die Wertemenge ergibt sich aus dem Grenzwertverhalten der Funktion und dem Monotoniever-
halten. Es zeigt sich, dass die Funktionswerte jeweils gegen j:§ streben, diesen Wert aber nicht

erreichen. Da diese Werte, wie das Monotonieverhalten zeigt, auch nie lberschritten werden,

T T
ergibt sich die Wertemenge der Funktion zu W = 55|

Die Zeichnung soll folgende Elemente enthalten:

. x?
= Graph G¢ mit f(x) = arctan (x—4>

T T

= Asymptoten:y =—-—undy = =
2 2

Fir die graphische Darstellung wird eine Wertetabelle als Hilfestellung erstellt:

X \ -2 0 2 3 5 6 8 10

fx) | 058 0 -1 ~1,46 1,53 1,52 1,51 1,51

Mithilfe dieser Werte kann nun die grafische Darstellung erfolgen (siehe nachste Seite).

Begriindung der Umkehrbarkeit
Die Funktion g(x) ist umkehrbar, da f(x) im Intervall D, = [1; 3] stetig verlauft und streng
monoton fallend ist.

Nachweis der Verlaufes durch den gegebenen Punkt und Steigung
Es gilt:

22

g(2) = f(2) = arctan (4 2) — arctan(2)

Da der Graph von g durch den Punkt (2 | arctan(2)) verlauft, muss der Graph der Umkehrfunktion
durch den Punkt ( arctan(2)|2) verlaufen.

Fir die Berechnung der Steigung an dieser Stelle kann die Ableitung der urspriinglichen Funktion
berechnet werden:

1 1 1 1 5
(&™) (arctan(2)) = = = 9% — 12— 3
g/(2) f/(2) 242j(2t3_i)2 2102 =3

(2lernde
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Zeichnung zu Teilaufgabe 1.4:

1,25 +

0,75 1

05t

0,25 +

2 1,0 \N1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,25 +

_0,5 4

T

-0,75 t

Gt

1.6.1 Werte der Parameter
Die Parabel soll durch den Punkt (0|0) verlaufen. Daraus folgt:

p(0)=0
— a-0°+b-0+c=0
<— c=20

AuBerdem soll an dieser Stelle das Maximum der Funktion liegen, weshalb an dieser Stelle auch
die erste Ableitung der Funktion gleich null sein muss.

p'(0) =0
= 2-a-0+b=0
= b=20
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AuBerdem ist gegeben, dass die Funktionswerte von p(x) und f(x) an der Stelle x = 0,5
tiibereinstimmen sollen:

p(0,5) = f(0,5)
2
a-0,5% = arctan ( 0.5 )

05-4

0,25
0,25a = arct —_— -4
,.2ba arcan<3y5> ]

<0,25>
a=4- arctan| —
3,5

a~ 0,285

(N

1.6.2 MabBzahl des Rotationsvolumens
Es kann nun die MaBzahl des Volumens ermittelt werden, welches durch Rotation von p(x) =
0,285x% um die x-Achse im Intervall [0; 1] entsteht.

1 1 1
V =1 [ (p(x))’dx = 7 [ (0,285x)dx = 10,285 | x'dx = 70,285 Exﬂ
0 0 0

1

0

— 702852 G 15 o) ~ 0,051 [VE]

2.1 Zunachst werden die Variablen der gegebenen Differentiagleichung separiert.

h = 2h — 4h?
h
— dh  oh—an? |- dt
dt
— dh = (2h - 4h?)dt | (2h - 4h?)
dh
<~ —— =dt -2
2h — 4h? |
dh
— 5 = 2dt
h-2h
dh
2dt
g h(1-2h)
1

Um das Integral auf der rechten Seite der Gleichung lésen zu kdnnen wird zunichst eine
Partialbruchzerlegung durchgefiihrt. Dabei wird der Nenner unter Einfiihrung zweier noch zu
bestimmender Werte A und B in zwei Teile aufgeteilt, dann wieder der Hauptnenner gebildet
und durch Einsetzen verschiedener Werte fiir h der Wert von A und B bestimmt:

1 A B A(1-2h) B-h A(1-2h) + Bh

h(1—2h)  h ' 1-2h  h(1=2h) ' h(1=2h) _ h(1-2h)
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Der Nennerterm des ersten und letzten Terms stimmen nun uberein. Setzt man verschiedene
Werte fiir h ein, miissen dabei auch die Zahler (ibereinstimmen und es ergeben sich die Werte

von A und B:
Einsetzenvonh=0: 1=A(1-2-0)+B-0=A = A=1
) 1 B 1 1 1 B
Emsetzenvonh—E. 1—A(1 2 §>+B 5—28 = B=2

Damit kann obige Gleichungen mit den Integralen weiter umgeformt und aufgelost werden:

mdh—IZdt
— f(iJrﬁ)dh:f%t
—  In(l)=In(]1=2h]) = 2t + C
— <|1 2h>—2t+C | exp()
A ‘1 o =<
= ‘1 2h e
= - 2h =e?t.D

Dabei wurden zur Umformung Logarithmengesetze angewendet. Es ist C,D € R. Die Betragsstri-
che entfallen, da das Vorzeichen von D beliebig gewahlt werden kann und die Exponentialfunktion
stets groBer als null ist.

h
—1_2h:e2t-D |- (1-2h)
— h=e*.-D-2he*.D | +2he®* - D
= h+2he**.D=¢*.D
— h(1+2¢*-D)=e*-D |:(1+2e*-D)
e2t-D
= h(t)_—1 6% D

2.2 Spezielle Losung
Es ist die spezielle Losung fir h(0) = 1 gesucht.

h(0) = 1
e2°-D
1+4+2e20.D
D
=1 -(1+2D
= 1+2D |- (1+2D)

ZEIT @ VORBEREITUNG AUF
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= D=1+2D |-2D
= -D=1 |- (-1)
= D=-1

—e2t e2t

Die spezielle Lésung ergibt sich damit zu h(t) = T ek = a1

Holzbestand auf lange Sicht
Um den Bestand auf lange Sicht zu betrachten, wird das Verhalten der Funktionswerte fir
t — oo analysiert.

Moglichkeit 1: Ausklammern

t — oo: h(t) = e _ ol —>1
N T et o1 1 2
(2~ =)
=~
—0
Moéglichkeit 2: Zahler- und Nennergrad
1e?t 1

In diesem Fall ist Zahlergrad gleich Nennergrad, sodass die fett markierten Leitkoeffizienten den
Grenzwert ergeben.

Der Holzbestand nahert sich auf lange Sicht dem Wert von 500 Raummetern, also auf den
halben anfanglichen Bestand.

BILDUNG! | PAS ABL 2024

iﬁg @ VORBEREITUNG AUF é
lern.de



1.0

1.1

1.2

2.0

2.1

) lern

www.lern-verag.de

An einem Strand verkauft der Anbieter ,,BoardsFirDich® Surfbretter. Um die Lagerbestande
fir die nachste Saison zu planen analysiert der Inhaber des Geschafts die letzten 1000 Verkaufe.
Grundsatzlich kénnen Kunden zwischen drei Farben, schwarz (S), gelb (G) und rot (R) und den
drei Modellvarianten ,,Ambition* (A), ,BeAlive” (B) und ,,Calm" (C) wahlen. Modell und Farbe
konnen unabhangig voneinander gewahlt werden.

Das Modell ,BeAlive" scheint dabei sehr beliebt zu sein und machte 60 % der Kaufe aus, wahrend
die anderen beiden Modell gleich haufig verkauft wurden. Unter den analysierten Verkaufen
befanden sich 150 rote Surfbretter und doppelt so viele gelbe, der Rest waren schwarze Surfbretter.
Die relativen Haufigkeiten der Analyse werden als Wahrscheinlichkeiten fiir zukiinftige Kaufe
interpretiert. Der Kauf eines Surfbrettes wird als Zufallsexperiment aufgefasst.

Erstellen Sie ein vollstindig beschriftetes Baumdiagramm und bestimmen Sie die Wahrscheinlich-
keiten aller Elementarereignisse des betrachteten Zufallsexperiments.

Gegeben sind folgende Ereignisse:

E; : ,,Das gekaufte Surfbrett ist nicht rot und nicht das Modell ,Calm™*
E> = {SB;SC; GB; GC; RB; RC}

Geben Sie E; in aufzahlender Mengenschreibweise an und fassen Sie E, in moglichst einfachen
Worten zusammen. Priifen Sie E; und E, auBerdem auf stochastische Abhangigkeit.

Zusatzlich zum Verkauf bietet der Shop ,,BoardsFiirDich* auch noch Dienstleistungen rund ums
Surfbrett an. Obwohl diese Dienstleistungen grundsatzlich jedem angeboten werden, wird fir
jene Kunden, die ihr Surfbrett auch bei ,, BoardsFiirDich" gekauft haben, ein glinstigerer Preis
angeboten, wie auch folgender Preistafel zu entnehmen ist.

Reinigung 10€
Wachsen 20€
komplette Inspektion 30€
Einlagerung im Winter 110€
Fiir Kunden, die ihr Surfbrett in unserem Laden gekauft haben
geben wir auf alle angegeben Preise einen Rabatt von 15 %.

AuBerdem sind dem Inhaber des Geschafts die folgenden Nutzungsstatistiken bekannt, die
angeben, mit welcher prozentualen Haufigkeit welche Kundengruppe jeweils welche Dienstleistung
gebucht hat:

Verteilung Kunden mit Surfbrett aus eigenem Laden: Reinigung (45 %), Wachsen (25 %),
Inspektion (15 %), Einlagerung (15 %)

Verteilung Kunden mit fremdem Surfbrett: Reinigung (20 %), Wachsen (35 %), Inspektion (10 %),
Einlagerung (35 %)
Betrachtet wird das Ereignis:

Es: ,Von 50 Kunden mit Surfbrett von ,BoardsFiirDich” buchen mindestens acht die komplette
Inspektion.”

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Ej. 2 BE

(2lermn.de



Slemnverag

2.2 Insgesamt sind 80 % der Kunden solche, die ihr Surfbrett von ,BoardsFiirDich* gekauft haben.
Berechnen Sie unter der Annahme dieser Quote die zu erwartenden Einnahmen der nachsten

200 geleisteten Dienstleistungen.
3 Da das Geschaft ausgezeichnet lauft, kann der Laden noch eine Zweitstelle eréffnen. Von den

letzten 500 gebuchten Dienstleistungen wurden 220 am Standort 1 gebucht. Ein Teil der gesamten
500 Dienstleistungen ist in folgender Tabelle gelistet:

Standort 1 | Standort 2
Reinigung 98 20
Inspektion 70 65

Alle anderen Dienstleistungen sind nicht separat gelistet. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass eine zufallig ausgewahlte Dienstleistung am Standort 1 gebucht wird und weder Reinigung
noch Inspektion ist.

4 Wihrend der Pflege treten immer wieder Probleme mit dem verwendeten Wachs auf, da dieses
Verfarbungen aufweit. Nach Riicksprache mit dem Hersteller behauptet dieser, dass maximal
10 % der Dosen Verfarbungen aufweiBen. Dem Inhaber von , BoardsFiirDich" erscheint dieser
Anteil zu niedrig, weshalb er die 200 Dosen im Lager auf Verfarbungen tberpriift.

Geben Sie fir diesen Test die TestgroBe und die Art des Tests and und bestimmen Sie den
groBtmoglichen Ablehnungsbereich der Nullhypothese auf einem Signifikanzniveau von 5 %.
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1.1 Aus den Angaben ergibt sich direkt, dass P(B) = 0,6, sodass fiir die anderen beiden Modelle
eine Wahrscheinlichkeit von 1 - 0,6 = 0,4 verbleibt. Da diese gleich haufig verkauft wurden
ist also P(A) = P(C) = 0,2. Aus dem gegebenen Text ergeben sich weiterhin die folgenden
Wahrscheinlichkeiten:

150 1502

(R) = 1505 = 015 (6) = Sogo =03 = P(S)=1-015-03 =055

Damit ergibt sich das vollstandige Baumdiagramm mit den Wahrscheinlichkeiten aller Elementa-
rereignisse:

P({SA}) =0,55-0,2 = 0,11
P({SB}) = 0,55-0,6 = 0,33

P({SC}) =0,55-0,2 = 0,11

o o o
N O

¢
OOEOOEOE

0,55

P({GA})=0,3-0,2=10,06

P({GB})=10,3-0,6 =0,18

o ¢
N

P({GC})=0,3-0,2=0,06

0,15
P({RA}) =0,15-0,2 = 0,03

P({RB})=10,15-0,6 = 0,09

o o ©
N ON

P({RC}) =0,15-0,2 = 0,03

1.2 Fir E; entfallen alle Elementarereignisse, die R oder C enthalten, sodass gilt:
E; = {SA;SB; GA; GB}
In der Menge von E; kommen keine Elementarereignisse vor, die A enthalten. Eine Formulierung
in Worten ist also:

E,: ,Beim Kauf handelt es sich nicht um das Modell ,, Ambition**“

Mithilfe der berechneten Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse und den aufzahlenden
Mengenschreibweisen der Ereignisse E; und E,, kdnnen jeweils folgende Wahrscheinlichkeiten
bestimmt werden, die zu Prifung der stochastischen Abhangigkeit bendtig werden:

P(E;) = 0,11 + 0,33 + 0,06 4 0,18 = 0,68
P(E;) = 0,33+ 0,11 + 0,18 4 0,06 + 0,09 4 0,03 = 0,8
P(E; N E,) = P({SB; GB}) = 0,33 + 0,18 = 0,51
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Zwei Ereignisse sind stochastisch unabhangig voneinander, wenn gilt: P(A) - P(B) = P(A N B):
P(E;) - P(Ey) = 0,544 # 0,51 = P(E; N E,)

Da P(E;) - P(Ez) # P(E;1 N Ey), sind die Ereignisse stochastisch abhangig.

Von den Kunden mit Surfbrett von ,, BoardsFiirDich" wird die komplette Inspektion mit einer
Wabhrscheinlichkeit von p = 0,15 gebucht. Betrachtet man also als ZufallsgroBe X die Anzahl
der gebuchten kompletten Inspektionen unter den nachsten n = 50 Kunden mit Surfbrett von
»BoardsFiirDich", so ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens acht
Mal die komplette Inspektion gebucht wird:

P(E3) = P(X >8) = 1-P(X < 7)

7

=1-"B(50;0,15;i) = 1-F35(7)
i=0

~ 1-0,51875 = 0,48125

Es werden nun die folgenden ZufallsgroBen betrachtet:

X1 : Einnahmen in Euro pro Kunde mit Surfbrett von ,BoardsFiirDich"

Xz : Einnahmen in Euro pro Kunde mit anderem Surfbrett

Aus den Preisen der einzelnen Dienstleistungen, dem Rabatt fir die Kunden mit Surfbrett von
»BoardsFirDich” und der jeweiligen Wahrscheinlichkeitsverteilung je nach Typ der Dienstleistung,
kann ein Erwartungswert fiir jeder der beiden GroBen ermittelt werden:

E(X;) = 0,45 - (0,85 - 10) + 0,25 - (0,85 - 20) + 0,15 - (0,85 - 30) 4 0,15 - (0,85 - 110) = 25,925
E(X2) =0,2-10+0,35-20+0,1-30+0,35- 110 = 50,5

Zudem ist gegeben, dass unter den nachsten 200 Kunden 80 % der Kunden solche sind, die
ihr Surfbrett von ,,BoardsFiirDicht" gekauft haben, was insgesamt 0,8 - 200 = 160 Kunden
entspricht. Entsprechend verbleiben 200 — 160 = 40 Kunden, die ihr Surfbrett woanders gekauft
haben. Damit ergeben sich die gesamten zu erwartenden Einnahmen E:

E =160 - E(X1) + 40 - E(X,) = 6168 [€]

Die Einnahmen der nachsten 200 Kunden liegen bei 6168 €.

Von den insgesamt 500 Dienstleistungen werden insgesamt 220 am Standort 1 gebucht. Davon
sind insgesamt 220 — 98 — 70 = 52 weder Reinigung noch Inspektion. Die Wahrscheinlichkeit,
dass eine zufallig ausgewahlte Dienstleistung am Standort 1 gebucht wird, aber weder Reinigung

52
noch Dienstleistung ist betragt also 500 0,104 = 10,4 %.
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4 TestgroBe T: ,, Anzahl der Dosen mit Verfarbung, unter 200 untersuchten.”

Die Nullhypothese ist, dass der Anteil der Dosen mit Verfarbung bei 10 % liegt. Der Erwartungs-
wert (L =n-p) liegt also bei u = 200 - 0,10 = 20 solcher Dosen.

rechtsseitiger Test
Nullhypothese | Gegenhypothese Annahmme. , Ablehnungs-
H0 p< <0,10 H1 p > 0,10 bereich ' bereich
Annahmebereich von Hy: | Ablehnungsbereich von Hy: E
A=1{0;1;..;k-1} A= {k;k+1;..;200} 5
! H=20 | -

Anmerkung: k liegt immer im Ablehnungsbereich. Es handelt sich um einen rechtsseitigen
Hypothesentest, da man vermutet, dass mehr als 10 % der Dosen eine Verfarbung
aufweisen und somit k rechts vom Erwartungswert liegt (siehe Skizze).

Mit dem gegebenen Signifikanzniveau von 5 % gilt dann:

P(T>k)<O0
= 1-P(T<k-1)<0 -1
— P(T<k-1)< —o 95 |- (-1)
= P(T<k-1)>0
= Foto(k—=1) > 0

Der gesuchte Wert k — 1 kann dabei einem Tafelwerk in der rechten Spalte entnommen werden.
Somit ist k —1 = 27, da hier der Prozentwert der Summe das erste Mal groBer als 0,95 ist.
Den gréBtméglichen Ablehnungsbereich erhalt man somit fiir k = 28. Er lautet A = {28; 29; ...; 200}

(Annahmebereich A = {0,1,...27}).

ZEIT @ VORBEREITUNG AUF
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Mit dem Vulkanexplosivitatsindex, oder kurz dem VEI, kann die Starke von Vulkanausbriichen
eingestuft werden, welche von 0 bis 8 reicht, wobei hohere Zahlen fiir schwerere Ausbriiche
stehen. Da die Schwere generell sehr schwer messbar ist, wahlt man zur Klassifizierung der
Schwere das beim Ausbruch ausgestoBene Material und die Hohe der Eruptionssaule als Kriterien.
Aufzeichnungen lber die Haufigkeit werden dabei nur in den Kategorien 2 bis 8 gefiihrt. Die
ZufallsgroBe X soll nun den Wert der VEI angeben und ergibt sich entsprechend folgender
Verteilung der relativen Haufigkeiten (da nur die Ereignisse mit VEI von 2 bis 8 kategorisiert
werden, ist die Summe der relativen Haufigkeiten in der folgenden Tabelle 1):

X | 2 '3/ 4 | 5 | 6 | 7|8
P(X = x) | 4a-0,09 | a| 006 | 0la | 9 | b0

Relative Haufigkeiten werden als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

Bestimmen Sie die Werte der Parameter a und b, wenn die durchschnittliche Starke der Ausbriiche
bei 2,421 liegt. Ermitteln Sie auBerdem gerundet auf ganze Zahlen, wieviele Ausbriiche insgesamt
registriert wurden, wenn 3631 Ereignisse der Kategorie 2 registriert wurden.

[Ergebnis: a = 0,2; b = 0,001]

Geben Sie basierend auf der gegebenen Verteilung die Wahrscheinlichkeiten der folgenden
Ereignisse an:

E;: ,Ein zufallig ausgewahlter historischer Vulkanausbruch hatte einen VEI von 5 oder héher.”

Eo: ,Von 20 zufallig ausgewahlten historischen Vulkanausbriichen hatten genau 3 einen VEI
von 5.

Es: ,Von 50 zufallig ausgewahlten historischen Vulkanausbriichen hatten weniger als 16 % einen

VEI von 3.

Aufgrund der Faszination, die Vulkane bei vielen Menschen auslost, wird auch Tourismus bei
Vulkanen zunehmend populérer. Ein Reiseportal im Internet hat zwei verschiedene Reisen im
Sortiment, namlich die nach Island (1), wo es 31 aktive Vulkane gibt, und die nach Japan (J),
wo es sogar 110 aktive Vulkane gibt.

Der Anbieter fiihrt unter den letzten 600 Kunden eine Umfrage beziiglich der Zufriedenheit
durch. Insgesamt waren 30 Kunden nicht zufrieden (Z). 60 % aller Kunden haben sich fiir die
Reise nach Japan entschieden. Insgesamt waren 228 Kunden in Island und zufrieden (Z) mit
ihrer Reise.

Auf dem Reiseportal wird daraufhin damit geworben, dass Personen, die sich fiir eine Island-Reise
entscheiden, zufrieden sein werden als diejenigen, die sich fiir die Japan-Reise entscheiden. Unter-
suchen Sie, ob diese Auskunft korrekt ist und begriinden Sie Rechnungen und Ihre Vorgehensweise.

Der Verbraucherschutz tberpriift das Reiseportal und denkt, dass die Zahlen der Umfrage des
Reiseanbieters nicht stimmen. Es wird vermutet, dass die Zahl von 95 % zufriedener Kunden zu
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hoch ist und bewusst zu hoch angegeben wurde um Kunden zu locken. Daraufhin kontaktiert
der Verbraucherschutz zufallige 100 der befragten Kunden und befragt diese erneut zu ihrer
Zufriedenheit beziiglich der Reise.

3.1  Geben Sie einen geeigneten Hypothesentest auf einem 5 %-Signifikanzniveau an und ermitteln
Sie, zu welcher Entscheidung der Verbraucherschutz auf Grundlage des Tests kommen sollte
wenn 8 der Befragten nicht mit der Reise zufrieden waren. 5 BE

3.2 Wie hoch ist im vorliegenden Fall die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art, wenn tatsachlich
90 % der Befragten unzufrieden mit der Reise waren?

BILDUNG! | PAS ABL 2024
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1.1  Werte der Parameter a und b
Fir die Verteilung ergeben sich zwei Bedingungen, da die Gesamtwahrscheinlichkeit bei 1 liegen
muss (1) und der durchschnittliche VEI-Wert bei 2,421 (11):

() (4a-0,09)+a+0,06+0,la+9b+b=1

— -0,03 + 5,1a+ 10b = 1 |- (-0,03 + 5,1a)
— 10b = 1,03-5,1a 1110
— b =0,103-0,51a

(In) 2-(42-0,09) +3-a+4-0,06+
5.0,la+6-9b+7-b=2421

— 0,06 + 11,5a + 61b = 2,421

b in (II) 0,06 + 11,5a + 61 - (0,103 -0,51a) = 2,421
— 6,343 -19,61a = 2,421 | - 6,343
— -19,61a = -3,922 | 1 (-19,61)
<— a=20,2
ainb b=0,103-0,51-0,2
<— b =10,001

Anzahl der registrierten Ausbriiche
Da 3631 Ereignisse der Kategorie 2 registriert wurden und dies laut Verteilung einem Anteil von
0,71 entspricht, gilt fiir die Gesamtzahl n der insgesamt registrierten Ereignisse:

Prozentwert
Prozentsatz = ——————
Gesamtzahl n
3631
0,71 = |-n
n
<= 0,71 -n = 3631 |:0,71
— na 5114

Insgesamt wurden also 5114 Ereignisse registriert.

1.2 Die Wahrscheinlichkeit des Ereignis E; kann direkt aus der Verteilung ermittelt werden:

P(E;) = P(X = 5) + P(X = 6) + P(X = 7) + P(X = 8)
= 0,02 490,001 + 0,001 + 0
— 0,02 4 0,009 + 0,001 = 0,03

Fur die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse E, und E3 miissen zusatzlich alle
moglichen Kombinationen (d.h.: Reihenfolgen in denen die zufalligen Ereignisse ausgewahlt
werden) beriicksichtigt werden, sodass mit der Binomialverteilung gerechnet werden muss.

P(E;) = B(20;0,02;3) = (230) -0,023 - 0,987 =~ 0,00647

(2lernde



3.1

) lern

www.lern-verag.de

Fir Ereignis E3 sollen dabei von 50 Ereignissen weniger als 16 % aus der Kategorie 3 sein. Wegen
50 - 0,16 = 8 diirfen also hochstens 7 Ereignisse aus der Kategorie 3 sein. Zur Berechnung wird
die kumulierte Binomialverteilung verwendet, denn Ej3 tritt sowohl ein, wenn kein Ereignis, ein
Ereignis, zwei Ereignisse ... oder 7 Ereignisse aus Kategorie 3 kommen:

7
=" B(50;0,2;i) = F3%(7) ~ 0,19041
i=0

Laut Angaben ergeben sich die nachfolgenden relativen Haufigkeiten fiir Japan- oder Island-Reisen
und die Zufriedenheit:

= 30

P(nicht Zufrieden) =P(Z) = 500 = = 0,05
P(Japan-Reise) =P(J) = 0,6
: : 228
P(Island-Reise und zufrieden) =P(I N Z) = 500 = 0,38

Damit kann eine Vierfeldertafel erstellt und entsprechend erganzt werden:

I J | J
VA 0,38 VA 0,38 0,57 0,95
Z 0,05 Z 0,02 0,03 0,05
0,6 1 0,4 0,6 1

Es wird nun jeweils die bedingte Wahrscheinlichkeit berechnet unter der ein Kunde, der sich fiir
eine Japan- oder Island-Reise entscheidet, zufrieden sein wird:

Pi(Z) = P(s(lr; ) _ 00"348 = 0,95

Die Wahrscheinlichkeiten sind gleich. Demnach sollte es keinen Einfluss auf die Zufriedenheit
haben, fiir welches Reiseziel sich der Kunde entscheidet und die Aussage des Reiseportals ist
falsch.

Die TestgroBe T beschreibt die Anzahl der Kunden, die bei der erneuten Befragung angeben,
mit der Reise zufrieden gewesen zu sein.

Die Nullhypothese Hy lautet: Mindestens 95 % der befragten Kunden waren mit der Reise
zufrieden.

Der Erwartungswert (L = n - p) liegt bei p = 100 - 0,95 = 95 befragten Kunden, die mit der
Reise zufrieden waren.
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linksseitiger Test
Nullhypothese \ Gegenhypothese Ablehnungs- Annahme.
HO p Z 0,95 Hl p < 0,95 bereich bereich
Annahmebereich von Hy: | Ablehnungsbereich von Hy:
A={k+1,;..,100} K:{O;l;...;k} |
k W=095 -

Anmerkung: k liegt immer im Ablehnungsbereich. Es handelt sich um einen linksseitigen
Hypothesentest, da vermutet wird, dass weniger als 95 % der Kunden zufrieden
mit der Reise waren und somit k links vom Erwartungswert liegt (siehe Skizze).

Mit dem gegebenen Signifikanzniveau von 5 % gilt dann:

P(T < k) < 0,05
— Foos(k) < 0,05

Der gesuchte Wert k kann dabei einem Tafelwerk in der rechten Spalte entnommen werden.
Somit ist k = 90, da hier der Prozentwert der Summe das letzte Mal kleiner als 0,05 ist. Den
gréBtmoglichen Ablehnungsbereich erhalt man somit fiir k = 90. Er lautet A = {0;1;...;90}.
Damit ist der minimale Annahmebereich von Hy A = {91;92; ...; 100}.

Wenn 8 der befragten Kunden unzufrieden waren, heilt dies, dass 92 zufrieden mit der Reise
waren. Da dies im Annahmebereich liegt, sollte der Verbraucherschutz auf Grundlage des Tests
zur Entscheidung kommen, dass die Angaben richtig sind.

Beim Fehler 2. Art wiirde die Nullhypothese Hy angenommen, obwohl Hj richtig ist.
Mit A = {91;92;...;100} und einem tatsachlichen Anteil von 90 % gilt fir den Fehler 2. Art:

P(,,Fehler 2. Art") = P(T > 91)
=1-P(T <90) =1-Fy%(90) =1- ioj B(100;0,9; )
~ 1-0,54871 = 0,45129 -
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 45,129 % geht man davon aus, dass Hy richtig ist, obwohl nur
90 % der befragten Kunden zufrieden waren, statt 95 %.
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